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Abstract
The framework of quantum optics was developed side by side with groundbreaking experi-
ments involving lasers and atoms as active medium. The amount of control one nowadays has
on the design of semiconductor nanostructures is constantly leading to new progress in this
ﬁeld, and we can use quantum dots (QDs) that possess atom-like discrete states as emitters
instead. With a single QD in a high-quality cavity with three-dimensional mode conﬁnement,
the ultimate limit of miniaturization is reached, where one electronic transition interacts with
a single mode of the electromagnetic ﬁeld. The application potential of this system lies in
eﬃcient light sources, new devices for quantum information technologies, as well as in high-
ly tunable platforms to perform fundamental studies in the ﬁeld of semiconductor quantum
optics. We investigate the characteristics of microcavity lasers with single QD gain and dis-
cuss the possibility to realize stimulated emission in the strong-coupling regime. The impact
of non-resonant background emitters present in experimental realizations is addressed, where
oﬀ-resonant coupling between emitter resonances and the cavity mode is enabled via phonons
or additional carriers in delocalized states. Furthermore, new schemes for electrically driven
single-photon sources and the generation of polarization-entangled photons are proposed. Our
theoretical analysis is based on microscopic theories going beyond simple atomic models. This
allows us to investigate many-body eﬀects and incorporates carrier-photon correlations, provi-
ding direct access to the statistical properties of the emission. The dynamical evolution of the
system is described by means of density matrix approaches, or relies on cumulant expansion
techniques where the ﬁrst is numerically not possible. Multi-exciton eﬀects of the quantum dot
carriers play an important role, as well as the coupling to continuum states of the embedding
material.
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Kapitel 1
Einleitung
Fortschritte in der Herstellung und Nanostrukturierung von Halbleitern haben es ermo¨g-
licht, niederdimensionale Systeme zu erzeugen. Halbleiter-Quantenpunkte sind nulldimensio-
nale Strukturen mit einer Ausdehnung im Nanometerbereich, bestehend aus einer inselartigen
Ansammlung von mehreren tausend Atomen, siehe Abb. 1.1. Durch die Einbettung, z.B. in ein
Halbleitermaterial mit gro¨ßerer Bandlu¨cke, wird das periodische Potential des Kristalls infolge
des Bandversatzes vom Potential der Heterostruktur u¨berlagert; dies ermo¨glicht den Einschluss
von Ladungstra¨gern in allen drei Raumrichtungen. Typisch hierfu¨r ist ein diskretes Energie-
spektrum im Unterschied zur quasi-kontinuierlichen Bandstruktur des Volumenmaterials. Die
damit verbundene δ-artige Zustandsdichte a¨hnelt der Situation in atomaren Systemen, weshalb
Quantenpunkte in der Literatur auch als ”ku¨nstliche Atome“ bezeichnet werden. Der Vorteil
von Quantenpunkten liegt in der Abha¨ngigkeit des Einschlusspotentials von der Gro¨ße, Geome-
trie und Materialzusammensetzung, wodurch es mo¨glich ist die Quantenpunkt-Eigenschaften
durch geeignete Wahl der Wachstumsparameter zu konfektionieren [73, 124, 261]. Auf diese
Weise la¨sst sich z.B. die Emissionswellenla¨nge u¨ber einen großen Bereich einstellen, wie aus
dem einfachen Modell eines Teilchens im Potentialtopf ersichtlich ist. Zudem sind mit der dis-
kreten Natur der Einteilchenzusta¨nde ein hoher optischer Gewinn und eine geringe Temperatu-
rabha¨ngigkeit assoziiert [5, 6, 53], was Quantenpunkte in Kombination mit dem hohen Maß an
Integrierbarkeit zu einem herausragenden aktiven Material fu¨r Anwendungen in optoelektroni-
schen Bauelementen macht [125, 181, 182, 291]. Hierbei spielt das InGaAs/GaAs Materialsys-
tem mit einer direkten Bandlu¨cke im infraroten und roten Spektralbereich eine wichtige Rolle.
Die langja¨hrige Erfahrung mit diesen Zinkblendestrukturen ermo¨glicht es, Quantenpunkte mit
sehr hoher optischer Qualita¨t zu erzeugen, welche sich daher insbesondere fu¨r diese Arbeit
eignen.
Eine ga¨ngige Methode, Quantenpunkte herzustellen, ist das selbstorganisierte Wachstum im
Stranski-Krastanow-Modus [124, 261, 268]: Mit Hilfe der Molekularstrahlepitaxie (MBE) oder
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Abbildung 1.1.: Transmissionselektronenmikroskopie-Aufnahme selbstorganisierter InGaAs
Quantenpunkte. Links: Ensemble von zufa¨llig verteilten Quantenpunkten in der Draufsicht.
Rechts: Querschnitt eines einzelnen linsenfo¨rmigen Quantenpunkts mit Benetzungsschicht
auf einem GaAs Substrat. Die Abbildungen sind Ref. [4] entnommen. Copyright (2002) by the
American Physical Society.
Metallorganischer Gasphasenepitaxie (MOVPE) wird auf einem Substrat ein anderes Material
kleinerer Bandlu¨cke aufgebracht. Bei geringer Gitterfehlanpassung wa¨chst dieses zuna¨chst ho-
mogen und u¨bernimmt die Gitterkonstante des Substrats, wodurch es zwischen den Materialien
zu Verspannungen kommt. Ab einer kritischen Schichtdicke werden diese durch Inselbildung
zugunsten einer ho¨heren Oberﬂa¨chenenergie abgebaut. Typisch fu¨r diesen Wachstumsmodus
ist eine du¨nne, remanente Benetzungsschicht, auf der die Inseln, welche die eigentlichen Quan-
tenpunkte bilden, zufa¨llig verteilt sind, wie in Abb. 1.1 zu sehen ist. Abschließend wird die
Struktur mit dem Material des Substrates u¨berwachsen.
Das zugeho¨rige Energiespektrum der in dieser Arbeit untersuchten Quantenpunkte ist in
Abb. 1.2 gezeigt: Es weist lokalisierte Zusta¨nde durch den dreidimensionalen Einschluss der
Ladungstra¨ger im Quantenpunkt auf, welche sich einem Quasi-Kontinuum delokalisierter Zu-
sta¨nde, entsprechend der zweidimensionalen Bewegung der Ladungstra¨ger in der Benetzungs-
schicht, anschließen. [125, 270]. Wir betrachten das energetisch niedrigste Leitungsband sowie
das ho¨chste Valenzband in der Na¨he des Γ-Punktes der Brillouin-Zone von InGaAs, welche
den Hauptbeitrag zur optischen Absorption liefern. Alle anderen Ba¨nder sind spektral wohl-
separiert und Bandmischungseﬀekte spielen in diesem Materialsystem eine untergeordnete Rol-
le [86, 233, 277, 307].
Die Untersuchung der Licht-Materie-Wechselwirkung von Quantenpunkten in optischen Mi-
krokavita¨ten mit einem dreidimensionalen Einschluss der Photonen ist aktuell von großem
Interesse. Diese Systeme bieten einen Zugang zu quantenoptischen Eﬀekten in einer Halblei-
terumgebung und potentiellen Anwendungen in Quanteninformationstechnologien sowie neuen
Licht-emittierenden Bauteilen. Fu¨r individuelle Quantenpunkte in optischen Mikrokavita¨ten
wurde die deterministische Emission von einzelnen [183, 211] und verschra¨nkten [185, 193, 230]
Photonen demonstriert. Stimulierte Emission ist fu¨r eine kleine Anzahl von Quantenpunkt-
Emittern untersucht worden [112, 223, 269, 280, 294] und aktuell wurde Lasing in einer Mi-
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Abbildung 1.2.: Schematische Darstellung der energetischen Struktur von selbstorgani-
sierten Quantenpunkten. Infolge des dreidimensionalen Einschlusses existieren lokalisierte
Quantenpunkt-Zusta¨nde fu¨r Elektronen im Leitungsband (Valenzband), welche sich energetisch
unterhalb (oberhalb) eines quasikontinuierlichen Spektrums delokalisierter Zusta¨nde beﬁnden.
Diese entstehen durch die freie Bewegung der Ladungstra¨ger in der zweidimensionalen Benet-
zungsschicht. Gestrichelt dargestellt ist das eﬀektive Einschlusspotential des Quantenpunktes
in Wachstumsrichtung, relativ zur Bandkante der Benetzungsschicht.
krokavita¨t beobachtet, wo der Hauptbeitrag zur Emission von einem einzelnen Quantenpunkt
stammt [201, 202, 224, 300]. Charakteristisch fu¨r diese Systeme ist ein stark reduzierter oder so-
gar verschwindender Sprung beim U¨bergang von thermischer zu koha¨renter Emission, wodurch
die Deﬁnition der Laserschwelle hinterfragt werden muss. Hierbei ko¨nnen Einzel-Photonen-
Emission und stimulierte Emission mit zunehmender Anregung aufeinander folgen, was durch
eine entsprechende A¨nderung in der Photonenstatistik reﬂektiert wird [178, 201]. Experimentell
stellt die Realisierung stimulierter Emission mit einem einzelnen Quantenpunkt eine Heraus-
forderung dar. Um eine ausreichende Emission zu ermo¨glichen, wird eine starke Licht-Materie-
Kopplung beno¨tigt, was neben einer großen Oszillatorsta¨rke einen perfekten ra¨umlichen und
spektralen U¨berlapp mit der Kavita¨tsmode erfordert. Gleichzeitig mu¨ssen verstimmte Hinter-
grundemitter ausgeschlossen werden, die sich jedoch beim Wachstumsprozess kaum vermeiden
lassen. Aktuell wurden daher mo¨gliche Mechanismen einer nichtresonanten Emission in die Ka-
vita¨tsmode intensiv diskutiert, wobei eine eﬃziente Kopplung selbst fu¨r Verstimmungen von
mehreren 10meV demonstriert werden konnte [133, 153, 296]. In diesem Zusammenhang stellt
sich jedoch die Frage nach der Interpretation aktueller Experimente und den Eigenschaften
eines Einzel-Quantenpunkt-Lasers.
Daneben spielt fu¨r die eﬃziente Erzeugung nichtklassischer Licht-Zusta¨nde sowie stimulier-
ter Emission sowohl die Anregung, als auch die Ladungstra¨gerdynamik des Quantenpunkt-
Emitters eine zentrale Rolle. Die Besetzung der Einteilchenzusta¨nde mit Ladungstra¨gern fu¨hrt
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unter dem Einﬂuss der Coulomb-Wechselwirkung zur Bildung einer Vielzahl mo¨glicher An-
regungskonﬁgurationen (Multi-Exziton-Zusta¨nde). Die Ladungstra¨ger werden dabei entweder
durch optisches Pumpen oder durch elektrische Anregung in ho¨herenergetischen Zusta¨nden er-
zeugt und mu¨ssen anschließend in die Quantenpunkt-Zusta¨nde relaxieren. Die Wechselwirkung
der Quantenpunkt-Ladungstra¨ger mit der Umgebung ermo¨glicht hierbei schnelle Einfang- und
Relaxationsprozesse. Gleichzeitig gehen schnelle Streuprozesse mit einer starken Dephasierung
optischer Polarisationen einher, was sich im Allgemeinen negativ auf die Koha¨renzeigenschaften
der Emission auswirkt. Die Wechselwirkung der Quantenpunkt-Anregungen mit den Kontinu-
umszusta¨nden des Umgebungsmaterials sowie mit den Gitterschwingungen stellt ein komplexes
Vielteilchenproblem dar und unterscheidet Quantenpunkte fundamental von atomaren Syste-
men.
Fu¨r eine theoretischen Beschreibung ko¨nnen verschiedene Methoden verwendet werden. Ist
der Hilbertraum klein genug, so kann die von-Neumann-Lindblad-Gleichung fu¨r die Vielteil-
chendichtematrix des wechselwirkenden Systems aus Quantenpunkt-Anregungen und Photo-
nen der Kavita¨tsmode numerisch exakt gelo¨st werden. Aktuell ist dies jedoch nur fu¨r einzelne
oder wenige Quantenpunkte mit einer geringen Anzahl lokalisierter Zusta¨nde mo¨glich. Bei
der Modellierung eines Quantenpunkt-Ensembles ist man daher auf approximative Verfahren
angewiesen. In der Vergangenheit wurde die Methode der Nichtgleichgewichts-Greenschen-
Funktionen erfolgreich verwendet [15, 29, 164, 238, 249]. Diese erlaubt eine systematische
Beschreibung von Vielteilcheneﬀekten in Form einer Selbstenergie und fu¨hrt auf ein eﬀekti-
ves Einteilchenproblem. Um Photonenkorrelationen zu untersuchen, werden mindestens Zwei-
Teilchen-Greensche-Funktionen beno¨tigt, deren Berechnung eine große Herausforderung dar-
stellt. Allerdings ermo¨glicht dieser Formalismus die zu den Lindblad-Termen geho¨rigen Raten,
die typischerweise in Born-Markov-Na¨herung formuliert werden [38, 46], nicht-sto¨rungstheo-
retisch zu berechnen und Quasiteilchen-Renormierungen selbstkonsistent zu beschreiben. Al-
ternativ bieten Bewegungsgleichungsmethoden in Kombination mit der Clusterentwicklung [82,
239] einen direkten Zugang zu Korrelationsfunktionen ho¨herer Ordnung.
Gliederung der Arbeit
Nach dieser Einleitung werden in Kapitel 2 die Einteilchen-Eigenschaften der betrachteten In-
GaAs Quantenpunkte sowie die relevanten Vielteilchenwechselwirkungen diskutiert. Anschlie-
ßend erfolgt eine Beschreibung der Ladungstra¨gerdynamik in Quantenpunkten im Konﬁgu-
rationsbild unter Beru¨cksichtigung von Quasiteilchen-Renormierungen. Inhalt von Kapitel 3
ist die mikroskopische Beschreibung des Einzel-Quantenpunkt-Lasers. Die statistischen und
spektralen Eigenschaften des quantisierten Lichtfeldes und der Einﬂuss verschiedener Anre-
gungskonﬁgurationen auf die Emissionscharakteristik werden untersucht. Diskutiert werden
zudem mo¨gliche Situationen, in denen starke Kopplung und Lasing realisiert werden ko¨nnen.
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In Kapitel 4 wird das Modell des Einzel-Quantenpunkt-Lasers um Beitra¨ge nichtresonan-
ter Hintergrundemitter erweitert und die Emissionseigenschaften werden studiert. Neben der
Phonon-assistierten Rekombination werden Auger-artige Streuprozesse als mo¨gliche nichtreso-
nante Kopplungsmechanismen diskutiert. Gegenstand von Kapitel 5 ist die Erzeugung nicht-
klassischen Lichtes in Form einzelner und verschra¨nkter Photonen mithilfe einzelner Quan-
tenpunkte. Dem Kapitel 6 gewidmet ist die Entwicklung einer Bewegungsgleichungsmethode
zur Beschreibung eines Quantenpunkt-Ensembles unter dem Einﬂuss von Korrelationen. Als
Anwendung wird die Photolumineszenz von Quantenpunkten untersucht. Fu¨r den Grenzfall ei-
nes einzelnen Quantenpunktes in einer Mikrokavita¨t erfolgt ein Vergleich mit den Ergebnissen
der von-Neumann-Lindblad-Gleichung, um die Praktikabilita¨t der vorgeschlagenen Methode
zu veriﬁzieren. Eine ausfu¨hrliche Einleitung wird jeweils am Anfang jedes Kapitels gegeben.
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Kapitel 2
Licht-Materie-Wechselwirkung in
Halbleiter-Nanostrukturen
2.1. Einteilchenzusta¨nde
Ausgangspunkt fu¨r die Beschreibung der optischen Eigenschaften des Quantenpunktes und
der Vielteilchenwechselwirkung der Ladungstra¨ger ist die Lo¨sung des Einteilchenproblems
in Abwesenheit von Anregungen. Die Eigenenergien und Wellenfunktionen gehen in die Be-
rechnung der U¨bergangsenergien und Kopplungssta¨rken ein und bestimmen die Eigenschaf-
ten optischer Interband-U¨berga¨nge, sowie der Intraband-Streuprozesse durch Coulomb- und
Phonon-Wechselwirkung, wie im anschließenden Abschnitt diskutiert wird. Ist die Geometrie,
Zusammensetzung und Verspannungssituation der Quantenpunktprobe bekannt, so kann das
elektronische Problem durch Lo¨sung der Einteilchen-Schro¨dingergleichung ( = 1)[
− 12mΔ + U(r)
]
ψi(r) = εiψi(r) (2.1)
fu¨r ein vorgegebenes Einteilchenpotential U(r) gelo¨st werden, worin der Index ν einen Satz von
Quantenzahlen repra¨sentiert und den Spin implizit entha¨lt. Dies ist im Allgemeinen mitnich-
ten eine einfache Aufgabe, weshalb Methoden unterschiedlicher Genauigkeit entwickelt wurden
(vgl. z.B. [190, 243]): Aktuelle ab-inito-Verfahren sind in der Lage experimentelle Bandstruk-
turmessungen fu¨r Volumenkristalle unterschiedlicher Materialien gut zu reproduzieren. Durch
die gebrochene Translationsinvarianz in den Nanostrukturen wa¨chst der Rechenaufwand aller-
dings erheblich und beschra¨nkt die Praktikabilita¨t von Dichte-Funktional-Methoden auf kleine
Systeme [158, 219, 289]. Routinema¨ßig werden Kontinuumsansa¨tze wie k ·p [132, 235, 266] und
Eﬀektivmassenmodelle [40, 41, 101, 253, 297] eingesetzt. Alternativ ermo¨glichen die rechen-
intensiveren Tight-Binding- [12, 94, 128, 242, 254] und Pseudopotential-Methoden [26, 290]
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Einteilchenenergien und Wellenfunktionen mit atomarer Auﬂo¨sung zu bestimmen.
Im InGaAs/GaAs Materialsystem ﬁndet man ha¨uﬁg linsenfo¨rmige Quantenpunkte mit Durch-
messern von 10 − 30 nm und einer Ho¨he von wenig als 10 nm [65, 124, 159]. Fu¨r solche
Systeme konnte gezeigt werden, dass im Vergleich zu den Resultaten von k · p- und Tight-
Binding-Modellen die Eﬀektivemassen-Na¨herung eine gute Wahl darstellt [253]: Hierbei wird
die elektronische Dispersion fu¨r jedes Band λ um den Γ-Punkt parabolisch gena¨hrt, sodass
sich im Volumenmaterial die Elektronen quasi-frei und mit einer eﬀektiven Masse mλ durch
den Kristall bewegen [58]. Die Einteilchenzusta¨nde erfu¨llen im translationsinvarianten Kris-
tallgitter das Blochtheorem [106] und lassen sich als Produkt aus ebenen Wellen eik·r und
gitterperiodischer Blochfunktion ukλ(r) schreiben. Fu¨r den relevanten Bereich in der Na¨he
der Bandkante ist k ≈ 0, sodass sich die ebenen Wellen als Einhu¨llende der Wellenfunktion
interpretieren lassen. Die Einbettung von Quantenpunkt und Benetzungsschicht in das umge-
bende Substrat- und Barrierenmaterial, erzeugt ein externes Potential Uλconf(r), welches lang-
sam u¨ber der Einheitszelle des Kristalls variiert und die Translationsinvarianz bricht. In der
Einhu¨llenden-Na¨herung [105] werden daher die ebenen Wellen durch eine u¨ber der Einheitszelle
langsam vera¨nderliche Funktion φλi (r) ersetzt, welche die Einteilchen-Schro¨dingergleichung[
− 12mλΔ + U
λ
conf(r)
]
φλi (r) = ελi φλi (r) (2.2)
erfu¨llt und die Nanostrukturierung nur noch u¨ber das externe Potential entha¨lt [53].
Bedingt durch den starken Einschluss des Quantenpunktes und der Benetzungsschicht in
Wachstumsrichtung z, im Vergleich zur Ebene r⊥ senkrecht dazu separieren die Einhu¨llenden-
funktionen in guter Na¨herung:
φλi (r) = φλnν(z, r⊥) ≈ ξλn(z)ϕλν (r⊥) . (2.3)
In Wachstumsrichtung entspricht das Problem dem eines eindimensionalen Potentialtopfes,
wobei der energetische Abstand zwischen den Subba¨ndern n groß (∼ 1 eV) im Vergleich zum
optisch relevanten Energiebereich (∼ 50meV) ist, sodass wir uns auf das energetisch niedrigste
Band beschra¨nken ko¨nnen. Fu¨r linsenfo¨rmige Quantenpunkte lassen sich die Eigenzusta¨nde
senkrecht zur Wachstumsrichtung durch die eines zweidimensionalen harmonischen Oszillators
beschreiben [297]. Zudem erlaubt es die zylindrische Symmetrie der Struktur die Einteilchen-
zusta¨nde nach Drehimpulsquantenzahlen zu klassiﬁzieren. In dieser Arbeit betrachten wir zwei
gebundene Zusta¨nde fu¨r Elektronen und Lo¨cher: Beru¨cksichtigt man den Spin, so ist der ener-
getisch niedrigste lokalisierte s-Zustand zweifach und der angeregte p-Zustand vierfach ent-
artet. Tatsa¨chlich ha¨ngt die Anzahl der gebundenen Einteilchenzusta¨nde von der Form und
Tiefe des Einschlusspotentials, sowie vom Abstand zur Bandkante der Benetzungsschicht ab.
Fu¨r eine konkrete experimentelle Situation kann es daher notwendig sein eine gro¨ßere Anzahl
lokalisierter Zusta¨nde zu beru¨cksichtigen, um eine ada¨quate Beschreibung zu erreichen [18].
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Des Weiteren nehmen wir zumeist identische Einhu¨llenden fu¨r Elektronen im Valenz- und
Leitungsband an, was fu¨r das hier verwendete harmonische Potential na¨herungsweise erfu¨llt
ist [14, 297].
Sieht man zuna¨chst von den Quantenpunkt ab, so kann die zweidimensionale ebene Bewegung
der Ladungstra¨ger in der Benetzungsschicht durch eine ebene Welle dargestellt werden, da der
zugeho¨rige Impuls k⊥ eine gute Quantenzahl darstellt. Diese Eigenzusta¨nde bilden allerdings
fu¨r das gekoppelten System aus Quantenpunkt und Benetzungsschicht zusammen mit den
diskreten Zusta¨nden keine orthogonal Basis, da sie keine Lo¨sung eines gemeinsamen Einteil-
chenproblems sind. Als Folge wu¨rden Coulomb-Matrixelemente zwischen Quantenpunkt und
Benetzungsschicht erheblich u¨berscha¨tzt werden (s. Abschnitt 4.3). Aus diesem Grund werden
die ebenen Wellen auf die Quantenpunkt-Zusta¨nde othogonalisiert und die so erhaltene deloka-
lisierten Zusta¨nde u¨blicherweise als orthogonalisierte ebene Wellen (OPW) bezeichnet. Fu¨r eine
konkrete Umsetzung unter Verwendung des Gram-Schmidt-Verfahrens, siehe z.B. [31, 200, 237].
2.2. Hamiltonoperator
Die Untersuchung des wechselwirkenden Systems erfordert die Formulierung des Hamiltonope-
rators, welcher Beitra¨ge der kinetische Energie der Ladungstra¨ger, des quantisierten Photonen-
und Phononenfeldes sowie der Vielteilchenwechselwirkung entha¨lt:
H = H0e + H0pt + H0pn + He−e + He−pn + He−pt . (2.4)
Die wesentlichen Schritte hierfu¨r werden im Folgenden dargestellt und relevante Na¨herungen
diskutiert. Fu¨r weitere Details verweisen wir auf Ref. [51, 105, 139, 233].
Wir beginnen mit der mikroskopischen Beschreibung des Systems wechselwirkender Ladungs-
tra¨ger in zweiter Quantisierung. Dies entha¨lt neben der quasi-freien Bewegung der Ladungs-
tra¨ger im periodischen Potential des Gitters auch das Einschlusspotential U(r) der Nanostruk-
tur
H0e =
∫
d3r Ψ†(r)
[
− 12mΔ + U(r)
]
Ψ(r) (2.5)
sowie die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Ladungstra¨gern
He−e =
∫
d3r
∫
d3r′ Ψ†(r)Ψ†(r′)V (r − r′)Ψ(r′)Ψ(r) . (2.6)
Hierin ist V (r − r′) = e2/4πε0εb|r − r′| das Coulomb-Potential und εb die statische dielektri-
sche Funktion des Hintergrundes. Die Feldoperatoren Ψ(r) werden nach Eigenfunktionen des
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Einteilchenoperators (2.1) entwickelt
Ψ(r) =
∑
λ,i
φλi (r)uλ(r)aλ,i , (2.7)
wobei der fermionische Operator aλ,i ein Elektron im Band λ mit dem Einteilchenzustand
|i〉 und der zugeho¨rigen Einhu¨llenden-Wellenfunktion φλi (r) vernichtet. Die gitterperiodische
Blochfunktion uλ(r) beschreibt die atomare Struktur des Volumenkristalls. Der Diskussion
des vorigen Abschnittes folgend, beschra¨nken wir uns auf zwei Ba¨nder und verwenden hierfu¨r
die Operatoren ei (e†i ) und hi (h
†
i ) fu¨r die Vernichtung (Erzeugung) eines Elektrons im Lei-
tungsband (λ = c) und eines fehlenden Elektrons im Valenzband (λ = v), welches als Loch
bezeichnet wird. Der Spin sei im Index i implizit enthalten und wird nur an den entscheidenden
Stellen ausgeschrieben.
In dieser Basis ist der wechselwirkungsfreie Anteil H0e diagonal und entha¨lt das Einteilchen-
spektrum fu¨r Elektronen (εei ) und Lo¨cher (εhi ) in den lokalisierten Quantenpunkt-Zusta¨nden
und den quasi-kontinuierlichen Zusta¨nden der Benetzungsschicht:
H0e =
∑
i
εei e
†
iei +
∑
i
εhi h
†
ihi . (2.8)
Der Coulomb-Hamiltonoperator He−e beschreibt neben der elektrostatischen Abstoßung der
Ladungstra¨ger im gleichen Band auch eine attraktive Wechselwirkung zwischen Ladungs-
tra¨gern in unterschiedlichen Ba¨ndern
He−e =
1
2
∑
ijkl
V eeijkl e
†
ie
†
jekel +
1
2
∑
ijkl
V hhijkl h
†
ih
†
jhkhl
−
∑
ijkl
V heijkl h
†
ie
†
jekhl ,
(2.9)
welche Anlass zu gebunden Elektron-Loch-Paaren, den Exzitonen, gibt. Fu¨r die Berechnung der
Coulomb-Matrixelemente V λλ′ijkl werden die Einteilchen-Wellenfunktionen ψλi (r) beno¨tigt. Als
Konsequenz der Einhu¨llenden-Na¨herung vereinfacht sich die Berechnung der Matrixelemente
insofern, als dass im Vergleich zum schnell oszillierenden Blochfaktor uλ(r) die Einhu¨llenden-
Wellenfunktion φλi (r) nur langsam u¨ber der Einheitszelle variiert und beide Anteile separiert
werden ko¨nnen. Mit der Orthonormalita¨t der Blochfunktionen folgt somit:
V λλ
′
ijkl =
1
2
∫
d3r
∫
d3r′ φλ∗i (r)φλ
′∗
j (r′)V (r − r′)φλ
′
k (r′)φλl (r) , (2.10)
wobei nur noch die Einhu¨llenden-Wellenfunktionen in die Berechnung der Matrixelemente ein-
gehen. Fu¨r weitere Details verweisen wir auf [10, 200]. An dieser Stelle sei jedoch darauf
angemerkt, dass eine Erweiterung des Modells jenseits der Eﬀektivmassen-Na¨herung mo¨glich
ist, siehe z.B. [13, 240].
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Fu¨r die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Ladungstra¨gern des Quantenpunktes ist es
ha¨uﬁg von Vorteil eine approximative Darstellung zu verwenden, die diagonal in Bezug auf
die Besetzungszahlen nλi = a
†
λ,iaλ,i ist, wobei i die Quantenpunkt-Einteilchenzusta¨nde indi-
ziert. Fu¨r das Einschlusspotential typischer selbstorganisierter Quantenpunkte wurde in [10]
gezeigt, dass der dominante Beitrag aus direkten und austauschartigen Termen besteht. Be-
trachten wir einen Quantenpunkt mit zwei gebundenen Zusta¨nden fu¨r Elektronen und Lo¨cher,
so verknu¨pft, infolge der begrenzten Anzahl an Einteilchenzusta¨nden und deren Symmetrie,
das einzige nichtdiagonale Coulomb-Matrixelement Ladungstra¨ger in der s- und p-Schale und
hat einen Wert von wenigen meV. Dieses Matrixelement ist eine Gro¨ßenordnung kleiner als der
energetische Abstand zwischen den involvierten Zusta¨nden (typischerweise mehrere 10meV),
sodass die Mischung der Zusta¨nde gefahrlos vernachla¨ssigt werden kann. Als Resultat kann der
Coulomb-Hamiltonoperator fu¨r die Quantenpunkt-Ladungstra¨ger durch Besetzungszahlopera-
toren ausgedru¨ckt werden:
HQDe−e ≈
∑
i
(
εei −
1
2D
ee
ii
)
nei +
∑
i
(
εhi −
1
2D
hh
ii
)
nhi
+ 12
∑
ij
(
Deeij n
e
in
e
j + Dhhij nhi nhj − Dehij neinhj − Dheij nhi nej
)
− 12
∑
i=j
σ
(
Xeeij n
e
iσn
e
jσ + Xhhij nhiσnhjσ
)
.
(2.11)
In der obigen Notation wurde Dλλ′ij = V λλ
′
ijji fu¨r die direkten (Hartree-) und Xλλ
′
ij = V λλ
′
ijij fu¨r die
Austausch-(Fock-)Beitra¨ge verwendet. Zudem entha¨lt nλi =
∑
σ n
λ
iσ explizit eine Summe u¨ber
Elektronen und Lo¨cher beider Spinsubsysteme.
Unter der vereinfachenden Annahme, dass die Einhu¨llenden zwischen den Elektronen im Valenz-
und Leitungsband gleich sind [107], ha¨ngen die Coulomb-Matrixelemente nicht mehr von den
Bandindizes ab und die zweite Zeile in Gl. (2.11) kann zu Dsp(nes − nhs )(nep − nhp) zusammen-
gefasst werden. Dies zeigt, dass ein Exziton (mit nei = nhi ) nicht zur direkten Wechselwirkung
beitra¨gt und daher nicht nur global, sondern auch lokal ladungsneutral ist. Die direkten Inte-
grale tauchen zwar in der Exziton-Bindungsenergie (erste Zeile in Gl. (2.11)) auf, jedoch nicht
in der Exziton-Exziton-Wechselwirkung. Diese wird durch die Austausch-Wechselwirkung in
der dritten Zeile vermittelt.
Um das elektromagnetische Feld zu quantisieren, wird das Vektorpotential A(r, t) nach Eigen-
moden uξ(r) des Systems ohne aktives Material, d.h. ohne Quantenpunkte und Benetzungs-
schicht, entwickelt (vgl. Ref. [139]):
A(r, t) =
∑
ξ
Aξ(t)uξ(r) . (2.12)
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Das Vektorpotential genu¨gt in Coulomb-Eichung der quellenfreien Wellengleichung[
Δ − n
2(r)
c2
∂2
∂t2
]
A(r, t) = 0 (2.13)
mit der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c. Sie besitzt Lo¨sungen der Form uξ(r)e−iωξt mit der
Frequenz ωξ = c|q|, wobei der Modenindex ξ neben dem Wellenvektor q auch die Polarisation
eq entha¨lt. Im freien Raum (n(r) ≡ n) sind die Eigenmoden ebene Wellen uξ(r) = eq√V eiqr,
normiert auf das Volumen V . Bei Quantenpunkten in optischen Mikrokavita¨ten besitzt der
Brechungsindex, bedingt durch die dielektrischen Braggspiegelpaare der Resonatorstruktur,
eine starke ra¨umliche Abha¨ngigkeit. Die Berechnung der Eigenmoden solcher Strukturen kann
z.B. durch vektorielle Transfermatrixmethoden erfolgen [39, 126, 163]. Sind die Eigenmoden
bekannt, so kann im Rahmen der kanonischen Feldquantisierung das Potential durch Opera-
toren bξ (b†ξ) ausgedru¨ckt werden, welche ein Photon der Energie ωξ in der Mode ξ vernichten
(erzeugen) [56, 167, 172, 234]:
A(r, t) =
∑
ξ
Eξ
ωξ
[
bξ(t) + b†ξ(t)
]
uξ(r) . (2.14)
Die Gro¨ße Eξ =
√
ωξ/2ε0 wird typischerweise als Amplitude des Vakuum-Feldes bezeich-
net [56]. Die Gesamtenergie des freien elektromagnetischen Feldes,
H0pt =
∑
ξ
ωξ
(
b†ξbξ +
1
2
)
, (2.15)
setzt sich dann aus einer Summe von unabha¨ngigen quantenmechanischen harmonischen Os-
zillatoren zu unterschiedlichen Eigenfrequenzen zusammmen [180]. Die Wechselwirkung des
quantisierten Lichtfeldes mit der Materie kann in Dipolna¨herung durch den Hamiltonoperator
He−pt = −i
∑
ijξ
(
gijξ bξe
†
ih
†
j − g∗ijξ b†ξhjei
)
(2.16)
ausgedru¨ckt werden; dieser beschreibt Interbandu¨berga¨nge zwischen den Einteilchenzusta¨nden
|i〉 und |j〉, wobei ein Elektron-Loch-Paar unter Emission (Absorption) eines Photons der
Energie ωξ vernichtet (erzeugt) wird1. Nichtresonante Terme, die z.B. mit einer Rekombinati-
on unter Absorption eines Photons verbunden wa¨ren, sind in der Systemdynamik mit schnell
oszillierenden Phasenfaktoren assoziiert und werden im Sinne der Rotating Wave Na¨herung
vernachla¨ssigt [247, 288]. Wichtig werden diese Terme erst, wenn z.B. die Wechselwirkungs-
sta¨rke von der gleichen Gro¨ßenordnung wie die Bandlu¨cke ist, was im Regime der ultrastarken
Kopplung der Fall ist [102].
1Entsprechend geht im cv-Bild ein Elektron unter Emission eines Photons aus einem Zustand im Leitungsband
in einen freien Valenzbandzustand u¨ber.
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Motivieren la¨sst sich der Hamiltonoperator der Licht-Materie-Wechselwirkung (2.16), indem
man die Dipolwechselwirkung der Materie mit dem transversalen elektrischen Feld∫
d3r Ψ†(r)[−erET]Ψ(r) (2.17)
betrachtet und das Feld ET = −∂A/∂t gema¨ß Gl. (2.14) nach Eigenmoden entwickelt. In
Einhu¨llenden-Na¨herung folgt fu¨r die Kopplungssta¨rke zwischen der Mode ξ und den Einteil-
chenzusta¨nden, analog zum Vorgehen bei der Berechnung der Coulomb-Matrixelemente:
gijξ = Eξdcv
∫
d3r φc∗i (r)uξ(r)φvj (r) , (2.18)
wobei dcv die Interband-Dipolsta¨rke des Volumenkristalls ist. Tatsa¨chlich ist die Ausdehnung
der Nanostruktur klein gegenu¨ber der optischen Wellenla¨nge, sodass der relevante Beitrag
durch die Modenfunktion uξ,R am Ort des Quantenpunktes R gegeben ist:
gijξ = Eξdcvuξ,R
∫
d3r ψci (r)ψhj (r) . (2.19)
Sind die Einhu¨llenden-Wellenfunktionen des Valenz- und Leitungsbandes na¨herungsweise iden-
tisch, so ist gijξ = gξδij und optische U¨berga¨nge erfolgen ausschließlich zwischen gleichen
Zusta¨nden des Einschlusspotentials, d.h. zwischen den s- oder p-Zusta¨nden des Quantenpunk-
tes bzw. der Benetzungsschichtzusta¨nde k⊥.
Bereits in der Bandstruktur wurde die Wechselwirkung der Elektronen mit den Ionen beru¨ck-
sichtigt, indem deren Dynamik im Sinne der Born-Oppenheimer Na¨herung adiabatisch sepa-
riert wurde [58]. Die Elektronen bewegen sich dabei im Kristallpotential
U(r) =
∑
j
v(r − Rj) (2.20)
der Ionen, die sich an den Orten Rj beﬁnden und in den Gleichgewichtspositionen die git-
terperiodische Kristallstruktur bilden. Daru¨ber hinaus koppeln die Elektronen an die Gitter-
schwingungen des Kristalls, deren quantisierte Anregungen als Phononen bezeichnet werden.
Betrachtet man kleine Abweichungen der Ionen von der Gleichgewichtslage, so la¨sst sich die
Energie der Kristallionen durch unabha¨ngige harmonische Oszillatoren darstellen gema¨ß
H0pn =
∑
q,ν
ωq,ν
(
D†q,νDq,ν +
1
2
)
, (2.21)
wobei Dq,ν (D†q,ν) ein Phonon in der Mode (q, ν) vernichtet (erzeugt). Die Dispersion ωη = ωq,ν
weist hierbei mehrere Zweige ν auf, die sich bei einer Basis mit mehreren Atomen pro Ein-
heitszelle, wie z.B. im Fall von GaAs, in akustische und optische Phononmoden unterteilen
lassen. Im langwelligen Grenzfall, d.h. fu¨r q → 0, zeigen erstere ein lineares Verhalten, pro-
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portional zur Schallgeschwindigkeit im Kristall, wa¨hrend die Energie letzterer na¨herungsweise
konstant ist. Im Folgenden nehmen wir an, dass die Nanostrukturen nur eine kleine Sto¨rung
der Moden des sie umgebenden Volumenkristalls darstellen, sodass wir die Diskussion auf die-
se beschra¨nken ko¨nnen. Durch die Einbettung unterscheidet sich die Situation hier von der
Beschreibung von Nanokristallen, welche sich typischerweise in Lo¨sung beﬁnden, wodurch das
Phononen-Spektrum maßgeblich von der Gro¨ße und Form des Nanokristalls abha¨ngt [278].
Bei einer kleinen Auslenkung uj = Rj − R0j der Ionen aus den Gleichgewichtspositionen R0j
spu¨ren die Elektronen die A¨nderung des Kristallpotentials
v(r − Rj) − v(r − R0j) ≈ −uj∇v(r − R0j) (2.22)
und erfahren damit eine potentielle Energie
He−pn = −
∑
j
∫
d3r Ψ†(r)uj∇v(r − R0j)Ψ(r) , (2.23)
die eine Wechselwirkung der elektronischen Ladungsdichte ρe(r) = Ψ†(r)Ψ(r) und der Ladungs-
dichte der Ionen ρi(r) = −∇P(r), mit der zugeho¨rigen Dipolverteilung P(r) ∼ ∑j ujδ(r−R0j),
beschreibt [58, 169]. Die Auslenkungen der Gitterionen ko¨nnen nach Normalmoden entwickelt
werden
uj =
∑
q,ν
√
1
2ρωq,νV
eq,ν
(
Dq,ν + D†−q,ν
)
eiqR0j , (2.24)
worin eq,ν die Polarisationsrichtung beschreibt, mit der sich die Phononmoden in longitudinale
(eq,ν ∼ q) und transversale (eq,ν ⊥ q) Zweige unterscheiden lassen. Ferner ist die Massendichte
des betrachteten Halbleitermaterials durch ρ gegeben und V ist das Normierungsvolumen. Mit
Gl. (2.23) ergibt sich der Hamiltonoperator der Elektron-Phonon-Wechselwirkung, fu¨r den wir
in Einhu¨llenden-Na¨herung den folgenden Ausdruck erhalten,
He−pn =
∑
ijλ
∑
q,ν
Mλνij (q)
(
Dq,ν + D†−q,ν
)
a†λ,i aλ,j , (2.25)
wobei die Matrixelementen durch
Mλνij (q) = Mνλq
∫
d3r φλ∗i (r)eiqrφλj (r) mit Mνλq = −ivλq
√
1
2ρωq,νV
eq q (2.26)
gegeben sind. Tatsa¨chlich tragen im Rahmen der harmonischer Na¨herung in Gl. (2.22) nur
longitudinale Phononen bei, da
∇v(r − R0j) = 1
V
∑
q
iqeiq(r−R0j) ∼ q . (2.27)
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Anharmonische Terme stellen entsprechend Korrekturen dar, weshalb die Wechselwirkung
mit den transversalen Phononen deutlich schwa¨cher ist, sodass wir sie im Folgenden ver-
nachla¨ssigen.
Der dominante Beitrag der Wechselwirkung mit akustischen Phononen erfolgt u¨ber die De-
formationspotentialkopplung, wa¨hrend piezoelektrische Eﬀekte in III-V Halbleitern wie GaAs
vergleichsweise schwach sind [147, 169]. Das Deformationspotential Dλ entspricht gerade dem
langwelligen Grenzfall des Elektron-Ion-Potentials vλq, wobei zu beru¨cksichtigen ist, dass bei
mehreren elektronischen Ba¨ndern die Wechselwirkung zwischen den Ionen und den Elektronen
vom konkreten Band λ abha¨ngt. Mit der linearen Dispersion der longitudinalen akustischen
Phononen ωq,ν = cLAq und der Schallgeschwindigkeit cLA folgt fu¨r die Kopplungskonstante
der akustischen Phononen
MLAλq =
D2λ
2ρ cLAV
|q| . (2.28)
Der Wechselwirkung mit den optischen Phononen liegt eine polare Kopplung zugrunde: Die
Polarisationen der gegenphasig schwingenden Ionen erzeugt ein elektrisches Feld an dessen Po-
tential die Elektronen streuen [169]. Die Beschreibung im Fro¨hlich-Modell fu¨hrt dabei unter
Verwendung der konstanten Dispersion der optischen Phononen ωq,ν = ωLO auf die Kopp-
lungssta¨rke
MLOλq =
ωLO
2V
e2
ε0
( 1
ε(∞) −
1
ε(0)
) 1
|q| , (2.29)
mit der dielektrischen Funktion ε(ω), welche im Hochfrequenz-Grenzfall die Abschirmung durch
die Elektronen beschreibt, wa¨hrend im statischen Limes auch Ionen beitragen [58]. Die Wech-
selwirkung mit den optischen Phononen hat einen Coulomb-artigen Charakter und kann in
polaren Halbleitern sehr stark sein.
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Abbildung 2.1.: Beispiele fu¨r mo¨gliche Konﬁgurationen in einem Quantenpunkt mit einer p-
und s-Schale fu¨r Elektronen (|4〉 und |3〉) und Lo¨cher (|1〉 und |2〉). Gezeigt sind der Grund-
zustand 0X und die Konﬁgurationen, die eine Rekombination an der s-Schale erlauben, z.B.
das s-Exziton 1Xs, das Grundzustand-Biexziton 2Xss, geladene und ”heiße“ geladene (mit
∗
gekennzeichnete) Zusta¨nde, sowie die Konﬁguration des vollsta¨ndig gefu¨llten Quantenpunktes
4Xsspp. Bei der Klassiﬁkation beziehen wir uns spa¨ter auch auf ho¨her angeregte, ladungsneu-
trale Zusta¨nde, z.B. 1X0s . Die Gesamtzahl mo¨glicher Konﬁgurationen betra¨gt 256.
2.3. Multi-Exziton-Konﬁgurationen und Einteilchenbeschreibung
Voraussetzung fu¨r die Emission von Licht durch den Quantenpunkt ist das Vorhandensein
von Elektronen und Lo¨chern in den lokalisierten Zusta¨nden. Konﬁgurationen werden gebildet,
indem die verschiedenen Einteilchenzusta¨nde sukzessiv mit Ladungstra¨gern besetzt werden.
Die Einteilchenzusta¨nde sind dabei die intrinsischen Basiszusta¨nde der quantenmechanischen
Beschreibung und bestimmen die mo¨glichen Konﬁgurationen des elektronischen Systems. Die
Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Ladungstra¨gern a¨ndert die Konﬁgurationsenergien (ty-
pischerweise um mehrere meV) und modiﬁziert die Energie optischer U¨berga¨nge sowie deren
Oszillatorsta¨rke. Zur Diskussion betrachten wir einen Quantenpunkt mit zwei gebundenen
Zusta¨nden fu¨r Elektronen und Lo¨cher, die lediglich spinentartet sind, und als s- und p-Schale
bezeichnet werden. Der Grundzustand des elektronischen Quantenpunkt-Systems ist charak-
terisiert durch ein leeres Leitungsband und ein volles Valenzband.2 Zur Illustration sind in
Abb. 2.1 die Konﬁgurationen des Exzitons 1Xs und Biexitons 2Xss fu¨r den Grundzustand
gezeigt, zusammen mit Konﬁgurationen die infolge der Licht-Materie-Wechselwirkung eine Re-
kombination an der s-Schale erlauben. Darunter beﬁnden sich z.B. das sp-Biexziton 2Xsp und
der vollsta¨ndig gefu¨llte Quantenpunkt 4Xsspp. Insgesamt existieren 22N mo¨gliche Konﬁgura-
tionen fu¨r einen Quantenpunkt mit N spinentarteten Einteilchenzusta¨nden. Als Konsequenz
2Entsprechend sind im Elektron-Loch-Bild keine Elektronen oder Lo¨cher vorhanden.
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wa¨chst der Hilbertraum rapide mit zunehmender Zahl N .
Dies fu¨hrt auf die Frage, inwieweit es notwendig ist, das System anhand einer mo¨glicherweise
großen Anzahl von Vielteilchen-Konﬁgurationen zu beschreiben, oder ob stattdessen eine For-
mulierung der Dynamik der Quantenpunkt-Ladungstra¨ger durch (wenige) Einteilchen-Erwar-
tungswerte erfolgen kann, d.h. durch Besetzungswahrscheinlichkeiten der Elektronen fei =
〈e†iei〉 und Lo¨cher fei = 〈h†ihi〉 und U¨bergangsamplituden zwischen den Einteilchenzusta¨nden
Ψi,j = 〈e†ihj〉. Diese Observablen sind dabei entweder u¨ber ein Quantenpunkt-Ensemble und/
oder u¨ber wiederholte Messungen gemittelt.
Im Gegensatz zu den Konﬁgurationen entha¨lt die Besetzungswahrscheinlichkeit jedoch nur
einen Teil der Informationen u¨ber das angeregte System: Betrachtet man ein Elektron in der
s-Schale des Leitungsbandes (mit der Besetzungswahrscheinlichkeit f es ), so kann dieses z.B. (i)
ohne weitere Elektronen bzw. Lo¨cher vorhanden sein, (ii) mit dem zugeho¨rigen Loch in der
s-Schale ein optisch aktives Exziton bilden (1Xs in Abb. 2.1) oder (iii) durch weitere Ladungs-
tra¨ger eine Vielzahl von Multi-Exziton-Komplexen bilden. Die Konﬁgurationen sind gemeinsa-
me Eigenzusta¨nde des Besetzungszahloperators nν und enthalten daher die Information u¨ber
die simultane Besetzung und Nichtbesetzung jedes Einteilchenzustandes des Systems. Bei glei-
cher Besetzung des Einteilchenzustandes muss folglich bei Anwesenheit weiterer Ladungstra¨ger
zwischen verschiedenen Konﬁgurationen unterschieden werden.
U¨berga¨nge zwischen den (mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit realisierten) Konﬁgura-
tionen werden dabei durch Wechselwirkungsprozesse induziert, z.B. durch optische Rekom-
bination oder Streuung der Ladungstra¨ger. Durch das Pauli-Prinzip sind Prozesse im Kon-
ﬁgurationsbild daher entweder vollsta¨ndig erlaubt oder verboten. In der Einteilchenbeschrei-
bung ist dieses Prinzip nur noch na¨herungsweise erfu¨llt: Betrachtet man ein Ensemble von
N identischen Quantenpunkten, so ist die Besetzung fν a¨quivalent dazu, den Einteilchenzu-
stand |ν〉 in Nν = fν · N Quantenpunkten mit einem Ladungstra¨ger besetzt zu ﬁnden, sodass
der U¨bergang eines zweiten Ladungstra¨gers aus dem Zustand |ν ′〉 nach |ν〉 blockiert ist. Die
Besetzungsa¨nderung des Zustandes |ν〉 durch einen Einstreuprozess ist dabei proportional zu
dessen Nichtbesetzung, sodass nur in (1−fν)·N Quantenpunkten ein U¨bergang in den Zustand
|ν〉 mo¨glich ist. Folglich ist in einer Ensemblebeschreibung die Rate des Einstreuprozesses in
den Zustand |ν〉 um den Faktor 1 − fν abgeschwa¨cht. Dies entspricht dem Bild, dass jeder
Ladungstra¨ger nicht auf dem tatsa¨chlichen Zustand des Streupartners reagiert, sondern auf
eine unabha¨ngig gemittelte Verteilung eines ”mittleren Feldes“. Die tatsa¨chliche Besetzung
der verschiedenen Ensemblemitglieder wird nicht abgebildet bzw. es wird nicht zwischen ver-
schiedenen Konﬁgurationen unterschieden, die sich in der gleichen gemittelten Besetzung fν
manifestieren.
Ob eine Beschreibung im Einteilchenbild praktikabel ist, ha¨ngt davon ab, wie relevant La-
dungstra¨ger-Korrelationen und deren Beru¨cksichtigung in den theoretischen Modellen sind, die
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den Unterschied zwischen den beiden Bildern ausmachen. Eine Korrelationen zwischen zwei
Teilchen ist dabei durch δ 〈n1n2〉 = 〈n1n2〉 − f1f2 gegeben, worin entsprechend 〈n1n2〉 und
fν = 〈nν〉 die Erwartungswerte einer simultanen und individuellen Besetzung der Zusta¨nde |1〉
und |2〉 sind. In einem System mit zwei Einteilchenzusta¨nden ist es dann fu¨r eine positive (ne-
gative) Korrelation wahrscheinlicher (unwahrscheinlicher), beide Zusta¨nde gleichzeitig besetzt
oder unbesetzt vorzuﬁnden, als wenn ihre Statistik unabha¨ngig wa¨re. Entsprechend lassen sich
Korrelationen zwischen drei, vier etc. Teilchen formulieren.
Solange die relevanten elektronischen Zusta¨nde Teil eines großen Hilbertraumes sind, z.B. eines
Quasikontinuums von Zusta¨nden, lassen sich die Ladungstra¨ger-Korrelationen na¨herungsweise
behandeln. Tra¨gt andererseits nur eine kleine Anzahl diskreter elektronischer Zusta¨nde bei,
wird eine Beschreibung im Konﬁgurationsbild erforderlich [100]. Selbstorganisierte Quanten-
punkte bilden jedoch ein Hybridsystem, da typischerweise eine kleine Anzahl lokalisierter
elektronischer Zusta¨nde mit diskreten Energien mit einem Quasikontinuum delokalisierter
Zusta¨nde wechselwirkt. Zur Beschreibung der Systemdynamik ist es daher erforderlich, die
Quantenpunkt-Korrelationen mo¨glichst exakt zu behandeln, wa¨hrend Korrelationen z.B. durch
Wechselwirkung mit Ladungstra¨gern in den Benetzungsschichtzusta¨nden approximiert werden
ko¨nnen. Im nachfolgenden Abschnitt werden hierzu geeignete Verfahren vorgestellt.
2.4. Ladungstra¨ger-Streuprozesse in Quantenpunkten
Die Ladungstra¨ger-Streuung ist ein wichtiger Bestandteil der Quantenpunkt-Dynamik. Ex-
perimentell ko¨nnen Elektron-Loch-Paare durch optische Anregungen entweder direkt in den
Quantenpunkt-Zusta¨nde oder nichtresonant in den delokalisierten Zusta¨nden der Benetzungs-
schicht bzw. des Barrierenmaterials erzeugt werden, wobei die Frequenz des Laserpulses auf
den entsprechenden optischen U¨bergang abgestimmt wird. Optoelektronische Bauteile werden
bevorzugt elektronisch kontaktiert, wobei Ladungstra¨ger durch einen elektrischen Strom in die
delokalisierten Zusta¨nde injiziert werden. Wie fru¨here Untersuchungen gezeigt haben, werden
die Ladungstra¨ger auf einer ps-Zeitskala in die Quantenpunkt-Zusta¨nde eingefangen [150, 260].
Die Streuung zwischen den lokalisierten und delokalisierten Zusta¨nden sowie innerhalb des
Quantenpunktes wird durch die Coulomb-Wechselwirkung der Ladungstra¨ger [31, 200] und
deren Wechselwirkung mit LO-Phononen [249] ermo¨glicht. Diese Prozesse stellen Ladungs-
tra¨ger fu¨r die optischen U¨berga¨nge bereit und liefern gleichzeitig den dominanten Beitrag zur
Dephasierung optischer Polarisationen sowie zur Da¨mpfung von Korrelationen. Bei der Rela-
xation eines Ladungstra¨gers wird im Falle der Coulomb-Streuung ein zweiter Ladungstra¨ger
in einen ho¨heren Zustand im Quantenpunkt oder in der Benetzungsschicht gebracht, wa¨hrend
bei der Wechselwirkung der Ladungstra¨ger mit LO-Phononen die u¨berschu¨ssige Energie an
das Kristallgitter abgegeben wird. Longitudinal akustische Phononen stellen fu¨r kleine Im-
pulsu¨bertra¨ge typischerweise keine hinreichend großen Energien bereit, um in Bezug auf die
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diskreten Zusta¨nde selbstorganisierter Quantenpunkte eine eﬃziente A¨nderung der Ladungs-
tra¨gerbesetzung zu ermo¨glichen. Jedoch liefern die LA-Phononen insbesondere bei tiefen Tem-
peraturen und niedriger Ladungstra¨gerdichte einen wesentlichen Beitrag zur reinen Dephasie-
rung3 (vgl. Abschnitt 4.2.2) [147, 192].
Wegen der direkten Relevanz der Anregungsdynamik fu¨r eine Vielzahl von Anwendungen, ist
deren Versta¨ndnis von zentraler Bedeutung. In Koorperation mit der experimentellen Grup-
pe von Prof. Manfred Bayer in Dortmund wurde die Relaxation der Ladungstra¨ger systema-
tisch untersucht. Im Folgenden werden die Ergebnisse mit verschiedenen theoretischen Mo-
dellen verglichen, um das Zusammenspiel der Coulomb- und Phonon-Wechselwirkung und
deren Relevanz u¨ber einen großen Temperatur- und Dichtebereich zu charakterisieren. De-
taillierte Informationen u¨ber die Dynamik der Ladungstra¨ger sind experimentell durch Pump-
Probe-Spektroskopie mit zwei synchronisierten Lasern variabler Frequenz und Zeitverzo¨gerung
zuga¨nglich, die eine zeitaufgelo¨ste Messung der diﬀerentiellen Transmission erlaubt [150]: La-
dungstra¨ger ko¨nnen vom Pump-Laser mit variabler Anregungsleistung in den Barrierenzusta¨n-
den erzeugt werden, wa¨hrend die Besetzung der elektronischen Zusta¨nde durch den Probe-Laser
zeitverzo¨gert getestet wird. Das zeitaufgelo¨ste Signal der Transmission des Testpulses durch
die Probe kann dann mit und ohne Pumpanregung gemessen werden. Die Diﬀerenz beider
Messungen gibt dabei Aufschluss u¨ber die Absorption unter den speziﬁschen Bedingungen, die
durch die Anregung von Ladungstra¨gern und deren sukzessive Relaxation erzeugt werden. Das
Signal ist dabei positiv, wenn die Transmission durch die Pumpanregung versta¨rkt wird und
negativ, falls sie abgeschwa¨cht wird.
In Abb. 2.2 (a)-(c) ist die zeitaufgelo¨ste diﬀerentielle Transmission (TRDT4) als Funktion
der Probe-Energie und der Verzo¨gerung zwischen dem Pump- und Probe-Puls gezeigt. In-
terbandu¨berga¨nge werden als Funktion der Energie abgebildet und es zeigt sich die Schalen-
struktur des Quantenpunktes als na¨herungsweise a¨quidistante Variation der Transmissions-
amplitude, wobei die Resonanzen den U¨berga¨ngen zwischen den gebundenen Elektron- und
Lochzusta¨nden entsprechen. Signale mit negativer diﬀerentieller Transmission werden hervor-
gerufen durch Multi-Exziton-Zusta¨nde, die in Anwesenheit von Ladungstra¨gern entstehen,
die durch den Pump-Puls angeregt wurden. Diese Zusta¨nde besitzen infolge der Coulomb-
Wechselwirkung eine renormierte Energie im Vergleich zum unangeregten Quantenpunkt. Zu-
dem verschiebt sich mit steigender Temperatur das gesamte Spektrum der Transmission zu
niedrigeren Energien, was eine Folge der Renormierung der Bandkante ist [206]. Abb. 2.2 (d)
zeigt das TRDT Signal fu¨r drei verschiedene Temperaturen bei einer festen Anregungsleis-
tung I0/3. Der rapide Anstieg des Signals auf einer Zeitskala von wenigen 10 ps weist auf
den schnellen Aufbau einer Besetzung der Schalen infolge des Ladungstra¨gereinfangs und der
Relaxationsdynamik hin, wa¨hrend der nachfolgende Zerfall durch optische Prozesse viel lang-
3engl.: pure dephasing
4engl.: time-resolved diﬀerential transmission
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Abbildung 2.2.: Links: Konturplot der diﬀerentiellen Transmission als Funktion der Probe-
Energie und Pump-Probe Verzo¨gerung fu¨r die Temperaturen T=10, 80 und 180 K, gemessen an
einem Quantenpunkt mit einer Ho¨he des Einschlusspotentials von 90 meV. Die GaAs Barriere
wurde mit einer Anregungsdichte I0 gepumpt. Rechts: Es ist der zeitliche Verlauf des DT
Signals bei einer Anregungsdichte von I0/3 fu¨r Temperaturen von T=10, 80 und 180 K gezeigt
(oben) sowie die aus den TRDT Transienten des Quantenpunkt-Grundzustandes bestimmten
Anstiegszeiten bei verschiedenen Anregungsintensita¨ten (unten). (Fu¨r beide Abbildungen gilt
eine Ho¨he des Einschlusspotentials des Quantenpunktes von 90 meV und eine Anregung in die
GaAs Barriere bei einer Photonenenergie von 1.55 eV.)
samer erfolgt. Um die zugrunde liegende Dynamik quantitativ bewerten zu ko¨nnen, wurde
der Anstieg des DT Signals mit einem monoexponentiellen Fit analysiert. In Abb. 2.2 (e) ist
die Abha¨ngigkeit der Anstiegszeit des Grundzustandsu¨bergangs von der Anregungsleistung
fu¨r Temperaturen von T=10, 80 und 180 K gezeigt. Die Daten fu¨r T=10 K unterstreichen
die Bedeutung der Coulomb-Streuprozesse fu¨r die Relaxation, wie an dem starken Abfall der
Anstiegszeit mit der Anregungsdichte zu sehen ist, da zunehmend Streupartner in der Be-
netzungsschicht zur Verfu¨gung stehen. Im Gegensatz dazu zeigt die Anstiegszeit bei T=80 K
nur eine schwache A¨nderung mit der Anregungsdichte, die bei T=180 K praktisch verschwin-
det. Diese Resultate deuten darauf hin, dass sich mit steigender Temperatur weitere eﬃziente
Relaxationskana¨le o¨ﬀnen.
Grundlage fu¨r die theoretische Beschreibung der Ladungstra¨ger-Relaxation fu¨r das gekoppelte
System aus den lokalisierten Quantenpunkt-Zusta¨nden und den delokalisierten Zusta¨nden der
Benetzungsschicht und des Barrierenmaterials bildet zumeist die Boltzmann-Gleichung [31,
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36, 76, 282]; sie basiert auf einer Formulierung der elektronischen Anregungen im Einteilchen-
bild: Ist |i〉 die Einteilchenbasis der Quantenpunkt- und Benetzungsschichtzusta¨nde, so wird
die Anregungsdynamik durch die Einteilchen-Besetzungswahrscheinlichkeiten fi beschrieben,
deren Bewegungsgleichung durch die Boltzmann-Gleichung gegeben ist. Beschra¨nkt man sich
auf eine Markovsche Zeitentwicklung, d.h. unter Vernachla¨ssigung von Geda¨chtniseﬀekten, so
folgen die Besetzungen fi der Bewegungsgleichung
∂fi
∂t
= (1 − fi)Sini − fiSouti , (2.30)
worin die Ein- und Ausstreuraten Sini und Souti in einfachster Form durch Fermis goldene Regel
bestimmt sind.
Eine Verallgemeinerung bieten quantenkinetische Methoden, z.B. basierend auf der Technik der
Nichtgleichgewichts-Greenschen-Funktionen [28, 66, 105, 113, 114, 131, 144], die zudem nicht-
Markovsche Eﬀekte, eine selbstkonsistente Beschreibung der Quasiteilchen-Renormierungen
sowie die Abschirmung der Coulomb-Matrixelemente beru¨cksichtigen. Dies ermo¨glicht z.B. die
Charakterisierung der durch die Wechselwirkung induzierten Dephasierung in Absorptions-
und Gewinnspektren [164, 238]. Ferner kann das Zusammenwirken der Coulomb- und Elektron-
Phonon-Wechselwirkung beschrieben werden. Mit beiden Wechselwirkungen gehen Quasiteil-
chen-Renormierungen einher, wodurch die Eﬃzienz der individuellen Streuprozesse stark be-
einﬂusst wird [241]. Dennoch basieren diese Methoden auf einer geschlossenen Formulierung
in Bezug auf Einteilchen-Erwartungswerte. Fu¨r Quantenpunkt-Systeme wurde jedoch darauf
hingewiesen, dass infolge des endlichen Zustandsraums der elektronischen Anregungen und
der starken Coulomb-Wechselwirkung Ladungstra¨ger-Korrelationen eine wichtige Rolle spie-
len [100]. Konsequenzen fu¨r die Schwellstromdichte eines Quantenpunkt-Lasers [100] sowie
die Dynamik der Regeneration des Quantenpunkt-Gewinns [34] wurden diskutiert. Dies moti-
viert die Beschreibung der Quantenpunkt-Ladungstra¨ger durch den Dichteoperator ρ(t) in der
Konﬁgurationsbasis, wobei der Hamiltonoperator des Systems die Coulomb-Wechselwirkung
zwischen den Quantenpunkt-Ladungstra¨gern explizit beru¨cksichtigt.
Betrachtet man den Quantenpunkt als ein oﬀenes Quantensystem, so kann die Kopplung an
die LO-Phononen und die Ladungstra¨ger in der Benetzungsschicht durch Lindblad-Terme be-
schrieben werden, wie wir in den nachfolgenden Abschnitten ausfu¨hren werden. Dabei ko¨nnen
die beinhalteten Raten sowohl sto¨rungstheoretisch als auch im Rahmen einer quantenkine-
tischen Formulierung berechnet werden. Die Zeitentwicklung der Dichtematrix ist durch die
von-Neumann-Lindblad-Gleichung gegeben [38, 46], deren Lo¨sung die volle Dynamik der Multi-
Exziton-Zusta¨nde beschreibt. Damit ergeben sich zwei wesentliche Neuerungen im Vergleich zu
der Einteilchenbeschreibung: (i) eine exakte Beru¨cksichtigung des Pauli-Prinzips und der damit
verbundenen Korrelationen anstatt einer (Zeit- oder Ensemble-)gemittelten Wahrscheinlichkeit
von Einteilchenbesetzungen, da in den Konﬁgurationen die Einteilchenzusta¨nde vollsta¨ndig
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besetzt oder unbesetzt sind; (ii) U¨berga¨nge werden zwischen Multi-Exziton-Konﬁgurationen
betrachtet, wobei die Konﬁgurationsenergie bei Anwesenheit weiterer Ladungstra¨ger durch die
Coulomb-Wechselwirkung richtig renormiert wird.
Die im Folgenden gezeigten theoretischen Ergebnisse sind in direkter Zusammenarbeit mit
Alexander Steinhoﬀ und Paul Gartner entstanden, aus der zwei gemeinsame Publikationen her-
vorgegangen sind [262, 263]. Die Entwicklung der theoretischen Modelle ist dabei gemeinsam
erfolgt, wobei Alexander Steinhoﬀ insbesondere bei der numerischen Umsetzung federfu¨hrend
war. Die experimentellen Untersuchungen wurden in der Gruppe von Prof. Manfred Bayer in
Dortmund durchgefu¨hrt. Die Proben wurden in der Gruppe von Prof. Andreas Wieck in Bo-
chum hergestellt. Nachfolgend geben wir eine Zusammenfassung der gemeinsamen Ergebnisse
und verweisen fu¨r weitere Details auf die Dissertation von Alexander Steinhoﬀ.
2.4.1. System-Reservoir-Wechselwirkung
Die diskrete Natur der lokalisierten Quantenpunkt-Zusta¨nde ermo¨glicht es, zwischen dem
Quantenpunkt und seiner Umgebung zu unterscheiden. Die verschiedenen Quantenpunkt-An-
regungen bilden das System, das von Interesse ist. Dissipation in dem diskreten System kann
nur durch Kopplung an andere Ladungstra¨ger oder Phononen mit einer quasi-kontinuierlichen
Zustandsdichte erfolgen. Durch die zugeho¨rige große Zahl an Freiheitsgraden ko¨nnen diese als
ein Reservoir fu¨r das Quantenpunkt-System angesehen werden.
Die Dynamik des Quantenpunkt-Dichteoperators folgt der von-Neumann-Lindblad-Gleichung
d
dt ρ = −i[HS, ρ] +
∑
X
LXρ . (2.31)
Der Anteil des Kommutators auf der rechten Seite repra¨sentiert die quantenmechanische Ent-
wicklung des Systems, wa¨hrend der zweite Beitrag die irreversible, dissipative Kinetik durch
den Kontakt mit dem Reservoir u¨ber Lindblad-Terme
LXρ = γX2
(
2sXρs†X − s†XsXρ − ρs†XsX
)
(2.32)
widerspiegelt [97, 160]. Der Hamiltonoperator des Systems HS = H0e + He−e beschreibt das
wechselwirkende Ladungstra¨gersystem, sodass die zeitabha¨ngige Lo¨sung von Gl. (2.31) die volle
Vielteilchenbeschreibung der Quantenpunkt-Anregungen entha¨lt. Die dissipativen Lindblad-
Terme ko¨nnen durch Beru¨cksichtigung der Wechselwirkung zwischen System und Reservoir
u¨ber der Hamiltonoperator mit
HSR =
∑
X
sXΓX (2.33)
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formuliert werden, worin sX und ΓX entsprechend System- und Reservoiroperatoren sind. Wie
wir nachfolgend zeigen werden, kann die Wechselwirkung mit den Phononen und die Coulomb-
Wechselwirkung mit den Ladungstra¨gern in der Benetzungsschicht auf diese Form gebracht
werden.
Der Operator sX beschreibt dabei U¨berga¨nge zwischen zwei Eigenzusta¨nden des System-
Hamiltonoperators HS, wobei ωX die hiermit assoziierte A¨nderung der Energie ist. Die u¨bliche
Vorgehensweise basiert auf einer Born-Markov-Na¨herung der System-Reservoir-Wechselwir-
kung [38, 46]. Die Informationen u¨ber das Reservoir sind in den U¨bergangsraten
γX =
∫ ∞
−∞
dt′eiωX(t−t
′)
〈
Γ˜†X(t)Γ˜X(t
′)
〉
R
(2.34)
enthalten, wobei die Γ-Operatoren im Wechselwirkungsbild in Bezug auf den Reservoir-Hamil-
ton-operator HR erscheinen und deren Erwartungswerte 〈.〉R u¨ber die Reservoirzusta¨nde be-
stimmt werden. Wir nehmen im Folgenden an, dass sich das Reservoir im thermischen Gleichge-
wicht beﬁndet5 und werden hierfu¨r auch die Bezeichnung Bad verwenden. Die Erwartungswerte
ha¨ngen dann nur noch von der Diﬀerenz der Zeitargumente ab
γX = 2Re
∫ ∞
0
dτeiωXτ
〈
Γ˜†X(τ)Γ˜X(0)
〉
R
(2.35)
und sie enthalten ein Kontinuum von Reservoir-U¨berga¨ngen, wie durch Fourierentwicklung
ersichtlich ist: 〈
Γ˜X(t)Γ˜X(t′)
〉
R
=
∑
λ
CX(λ)e−iEλ(t−t
′) . (2.36)
Dies fu¨hrt zu
γX = 2π
∑
λ
CX(λ)δ(Eλ − ωX) (2.37)
und beschreibt die exakte Energieerhaltung, die eine Kompensation der Energie ωX durch das
Reservoir erfordert, die durch den U¨bergang im System ausgetauscht wird. Speziﬁsche Beispiele
werden nun im Folgenden diskutiert.
2.4.2. Ladungstra¨ger-Coulomb-Streuung
Der Quantenpunkt in Kontakt mit den Ladungstra¨gern der Benetzungsschicht ist Gegen-
stand einer Reihe von Auger-artigen Streuprozessen. Ladungstra¨ger werden durch Coulomb-
5Im Prinzip folgen die Ladungstra¨ger in den delokalisierten Zusta¨nden oder die Phononen ihrer eigenen Dyna-
mik, die durch entsprechende kinetische Gleichungen beschrieben wird. Dies wu¨rde jedoch u¨ber den Rahmen
dieser Arbeit weit hinausgehen und stellt eine zuku¨nftige Erweiterung dar, um z.B. ultra-schnelle Therma-
lisierungsprozesse zu studieren.
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Wechselwirkung mit denen der Benetzungsschicht in den Quantenpunkt eingefangen, aus ihm
herausgestreut oder gehen von einem lokalisierten Zustand in einen anderen u¨ber. Die Ladungs-
tra¨ger in den delokalisierten Zusta¨nden stellen dabei die notwendige Energie fu¨r den Prozess
zur Verfu¨gung.
Der Reservoir-Hamiltonoperator der Ladungstra¨ger in der Benetzungsschicht ist durch
HR =
∑
k
εka
†
kak (2.38)
gegeben, worin k sowohl den Impuls als auch den Bandindex repra¨sentiert. Wa¨hrend die
Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Quantenpunkt-Ladungstra¨gern Bestandteil des System-
Hamitonoperators HS ist, beschreibt der System-Reservoir-Hamiltonoperator die Wechselwir-
kung zwischen den Ladungstra¨gern des Quantenpunktes und der Benetzungsschicht. Diese ist
durch Gl. (2.9) gegeben, wobei die Summation sowohl Quantenpunkt- als auch Benetzungs-
schicht-Indizes entha¨lt. Die systematische Auswertung von Gl. (2.35) fu¨r diese Wechselwir-
kung entsprechend des Wick-Theorems [293] fu¨hrt zu verschiedenen Streuprozessen, die gema¨ß
Ref. [200] klassiﬁziert werden ko¨nnen. Fu¨r jeden Streuprozess wird der zugeho¨rige Quanten-
punkt-Operator als Systemoperator sX und der verbleibende Benetzungsschicht-Operator als
Reservoiroperator ΓX identiﬁziert.
Betrachten wir als konkretes Beispiel den U¨bergang eines Quantenpunkt-Ladungstra¨gers von
|j〉 nach |i〉, assistiert durch einen Ladungstra¨ger in der Benetzungsschicht, der von |k′〉 nach
|k〉 gestreut wird. Dies ist durch die Terme
∑
k,k′
Vikk′j a
†
ia
†
kak′aj +
∑
k,k′
Vikjk′ a
†
ia
†
kajak′ = a
†
iaj
∑
k,k′
[
Vikk′j − Vikjk′
]
a†kak′ (2.39)
beschrieben, welche zwei Quantenpunkt- und zwei Benetzungsschicht-Operatoren enthalten.
Entsprechend wu¨rde der Benetzungsschicht-assistierte Einfang in den Quantenpunkt (bzw.
die Ausstreuung aus dem Quantenpunkt) einen Quantenpunkt- und drei Benetzungsschicht-
Operatoren involvieren. Zuna¨chst liegt es nahe, in Gl. (2.39) den Systemoperator sX mit a†iaj
und
ΓX =
∑
k,k′
[
Vikk′j − Vikjk′
]
a†kak′ (2.40)
zu identiﬁzieren. Damit erhalten wir die Lindblad-Terme
Lscattρ =
∑
i,j
γij
2
[
2a†iajρa
†
jai − a†jaia†iajρ − ρa†jaia†iaj
]
, (2.41)
die den Benetzungsschicht-assistierten Relaxationsprozess im Quantenpunkt beschreiben, worin
γij entsprechend Gl. (2.35) die Streurate vom Zustand |j〉 nach |i〉 bezeichnet.
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Als zweites Beispiel betrachten wir den Einfangprozess, der durch die Operatoren sX = a†i
und ΓX =
∑
k1,k2,k3 Vik1k2k3 beschrieben wird. Entsprechend besitzt der Lindblad-Term fu¨r
den Einfang- und Ausstreuprozess die Form
Lcaptρ =
∑
i
{γini
2
[
2a†iρai − aia†iρ − ρaia†i
]
+ γ
out
i
2
[
2aiρa
†
i − a†iaiρ − ρa†iai
] }
, (2.42)
worin die Summation alle Einteilchenzusta¨nde im Quantenpunkt entha¨lt und γini (γouti ) die
Raten fu¨r den Einfang in den (die Ausstreuung aus dem) Zustand |i〉 sind.
Die von-Neumann-Lindblad-Gleichung beschreibt die Besetzungsdynamik des Quantenpunktes
und dessen Ladungstra¨ger-Korrelationen vollsta¨ndig. Durch die Antikommutator-Relationen
der Einteilchen-Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ist das Pauli-Prinzip automatisch
enthalten. Allerdings entspricht die obige Wahl lediglich einem freien System-Hamiltonoperator,
wodurch Coulomb-Korrelationen vernachla¨ssigt werden. Tatsa¨chlich beschreibt der Operator
a†iaj viele U¨berga¨nge zwischen den Quantenpunkt-Konﬁgurationen, wobei die Energiea¨nderung
durch die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Quantenpunkt-Ladungstra¨gern nicht fu¨r alle
Konﬁgurationen gleich ist. Daher ist die Frequenz ωX in Gl. (2.35) fu¨r die diversen mo¨glichen
Konﬁgurationen verschieden. Die Ursache ist die Abha¨ngigkeit der Energie der Ausgangs- und
Endkonﬁgurationen von zusa¨tzlichen Ladungstra¨gern, die nicht Teil des U¨bergangs sind. Ein
U¨bergang der in a†iaj enthalten ist, ﬁndet zwischen den Konﬁgurationen |J〉 = a†j |Φ〉 und
|I〉 = a†i |Φ〉 statt. Hierin ist |Φ〉 ein Referenzzustand und speziﬁziert die zusa¨tzlichen Ladungs-
tra¨ger, wobei die Einteilchenzusta¨nde i, j unbesetzt sind. Die zugeho¨rigen Energien sind εJ
und εI ; diese enthalten explizit die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Quantenpunkt-
Ladungstra¨gern. Hieraus folgt eine U¨bergangsenergie ωIJ = εI −εJ fu¨r jeden Projektor |I〉 〈J |,
der in a†iaj enthalten ist. Als Konsequenz identiﬁziert man den Systemoperator in HSR mit
sX = sIJ = |I〉 〈J | und ΓIJ = ΓX . Aus Gl. (2.35) erha¨lt man dann die zugeho¨rigen U¨bergangs-
raten
γIJ = 2π
∑
k,k′
∣∣Vikk′j − Vikjk′∣∣2 (1 − fk)fk′ δ(ωIJ + εk − εk′) (2.43)
in U¨bereinstimmung mit Fermis goldener Regel. Der U¨bergang im Quantenpunkt von |J〉 nach
|I〉 wird dann energetisch durch eine Streuung von k′ nach k im Reservoir der Benetzungsschicht
kompensiert, das durch die Besetzungswahrscheinlichkeiten fk beschrieben ist.
2.4.3. Streuung der Ladungstra¨ger mit LO-Phononen
Ein zweites (bosonisches) Reservoir wird durch die Phononen bereitgestellt. In polaren Halb-
leitern liefern LO-Phononen den sta¨rksten Beitrag zu den Ladungstra¨ger-Streuprozessen, fu¨r
die ein dispersionsloses Spektrum ωq = ωLO angenommen wird. Der Hamiltonoperator des LO-
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Phononen Reservoirs HR ist durch Gl. (2.21) gegeben und die Wechselwirkung zwischen dem
Quantenpunkt System und dem Phononen-Reservoir HSR wird durch den Hamiltonoperator
in Gl. (2.25) beschrieben, mit den Matrixelementen MLOij (q) der Fro¨hlich-Kopplung fu¨r gleiche
Einhu¨llenden der Elektronen im Valenz- und Leitungsband [169].
In Gl. (2.25) mu¨ssen wir zwischen zwei Fa¨llen unterscheiden. Beziehen sich beide Indizes
i, j auf Zusta¨nde des Quantenpunktes, so werden elektronische U¨berga¨nge |j〉 → |i〉 durch
Emission oder Absorption von Phononen assistiert und beschreiben eine Intraband-Relaxation
der Quantenpunkt-Ladungstra¨ger. Der zweite Fall involviert einen Quantenpunkt- und einen
Benetzungsschicht-Zustand und entspricht einem Ladungstra¨gereinfang aus der (oder einer
Reemission in die) Benetzungsschicht, erneut assistiert durch Phononen. Betrachten wir zur Il-
lustration den ersten Fall, so begegnen wir der gleichen Situation wie im vorigen Abschnitt. Die
Beru¨cksichtigung von Vielteilchen-Korrelationen erfordert, dass die Born-Markov Na¨herung
nicht direkt bezu¨glich a†iaj angewandt wird, sondern dass U¨berga¨nge |I〉 〈J | zwischen allen
mo¨glichen Konﬁgurationen stattﬁnden, die eine Ladungstra¨ger-Streuung von |j〉 nach |i〉 er-
lauben. Mit dem Reservoiroperator ΓIJ =
∑
q M
LO
ij (q)
(
Dq + D†−q
)
erha¨lt man aus Gl. (2.35)
die U¨bergangsraten in der Form
γIJ = 2Re
∫ ∞
0
dτ e−i(εI−εJ )τ
∑
q
|MLOij (q)|2
{
(1 + NLO)e−iωLOτ + NLOeiωLOτ
}
= 2π
∑
q
|MLOij (q)|2
{
(1 + NLO) δ(ωIJ + ωLO) + NLO δ(ωIJ − ωLO)
}
, (2.44)
worin NLO die Besetzung der Phononen fu¨r eine gegebene Gittertemperatur ist. Der erste Term
entspricht einem Prozess der durch Phonon-Emission assistiert ist, wa¨hrend der zweite Term
eine Phonon-Absorption beinhaltet. Ohne Coulomb-Korrelationen lassen sich die Beitra¨ge fu¨r
den Ladungstra¨gereinfang und die Relaxation erneut auf die Lindbladform der Gln. (2.41) und
(2.42) zuru¨ckfu¨hren.
In Gl. (2.44) begegnet man einem Problem, das speziﬁsch fu¨r die LO-Phonon-getriebene La-
dungstra¨gerdynamik in elektronischen Systemen mit diskreten Zusta¨nden ist. Aus Sicht der
Sto¨rungstheorie ist eine Relaxation eines im Quantenpunkt gebundenen Ladungstra¨gers zu
niedrigeren Zusta¨nden nur mo¨glich, wenn der Streuprozess die Energie in Termen freier La-
dungstra¨gerzusta¨nde erha¨lt, was durch eine δ-Funktion in Fermis goldener Regel ausgedru¨ckt
wird. Tatsa¨chlich ist die LO-Phonon-Dispersion schwach und LA-Phononen sowie ho¨here Ord-
nungsprozesse (kombinierte LA-LO-Streuung) tragen nur geringfu¨gig zur Umverteilung der
Ladungstra¨ger bei [122, 129]. Hingegen ermo¨glicht die Coulomb-Streuung eine eﬃziente Rela-
xation, vorausgesetzt, Streupartner sind in der Benetzungsschicht vorhanden [281]. In meh-
reren Experimenten wurden jedoch auch bei niedrigen Dichten eﬃziente Streuprozesse beob-
achtet [184, 189, 204]. Dies hat zu der Frage gefu¨hrt, welcher Mechanismus den in fru¨hen
theoretischen Arbeiten [20, 30] vorhergesagten ”Phonon Bottleneck“ u¨berwindet.
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Tatsa¨chlich verschwindet die Streurate nur in einer Sto¨rungstheorie niedrigster Ordnung (Fer-
mis goldene Regel). Fu¨r die LO-Phononen wurde allerdings demonstriert, dass die Sto¨rungs-
theorie nicht die Antwort in Bezug auf die Modellierung des Quantenpunktes liefert, sondern
dass Quasiteilchen (”Polaronen“) verwendet werden mu¨ssen (siehe auch Abschnitt 4.2.2), die
aus einer nicht-perturbativen Beschreibung der Ladungstra¨ger-Phonon-Wechselwirkung resul-
tieren [123, 145, 287] und insbesondere fu¨r die polare Kopplung in Quantenpunkten zu eﬃzi-
enten Streuraten fu¨hren [84, 249].
Die Eﬀekte der Quasiteilchen-Renormierungen ko¨nnen auch in einer verallgemeinerten Form
von Gl. (2.44) durch Verwendung von Spektralfunktionen beru¨cksichtigt werden. Hierzu ma-
chen wir von der Technik der Nichtgleichgewichts-Greenschen Funktionen Gebrauch, die er-
folgreich verwendet wurde, sowohl Boltzmann-Streuintegrale um nicht-Markovsche Eﬀekte zu
erweiteren als auch eine selbstkonsistente Beschreibung von Quasiteilchen-Renormierungen
und Abschirmung der Coulomb-Matrixelemente zu erreichen [15, 29, 249]. Eine systematische
Beru¨cksichtigung von Wechselwirkungsprozessen beliebiger Ordnung wird im Rahmen einer
quantenkinetischen Theorie durch die Kadanoﬀ-Baym-Gleichung [60, 105, 233] ermo¨glicht.
Gleichwohl basiert diese Formulierung auf einer geschlossenen Beschreibung in Bezug auf
Einteilchen-Erwartungswerte. Im Folgenden wird ein Ansatz diskutiert werden, der es erlaubt,
eine Beschreibung im Konﬁgurationsbild mit quantenkinetischen Methoden zu kombinieren,
um systematisch Quasiteilchen-Renormierungen in der Wechselwirkung der Quantenpunkt-
Ladungstra¨ger mit den LO-Phononen und den Ladungstra¨gern der Benetzungsschicht zu beru¨ck-
sichtigen.
Die Kadanoﬀ-Baym-Gleichungen [60, 105, 233] fu¨hren auf ein Resultat a¨hnlich zu Gl. (2.44)
und entsprechenden Gleichungen fu¨r die Coulomb-Streuung, wobei die mit den Systemenergien
oszillierenden Exponentialfaktoren durch komplexere retardierte Greensche Funktionen ersetzt
sind (vgl. z.B. Ref. [164, 249]):
−ie−iεI t =⇒ Gri (t) . (2.45)
Deren zeitliche Entwicklung ist durch(
i
d
dt − εI
)
Gri (t) = δ(t) +
∫ t
0
dt′Σri (t − t′)Gri (t′) , (2.46)
gegeben, wobei die Wechselwirkung durch die Selbstenergie Σri (t − t′) speziﬁziert ist. Hierin
ist |i〉 der Einteilchenzustand, der in der Konﬁguration |I〉 besetzt ist, jedoch nicht in der Re-
ferenzkonﬁguration |Φ〉, siehe oben. Zu beachten ist, dass bestimmte Coulomb-Streuprozesse
zwei Einteilchenzusta¨nde involvieren ko¨nnen, sodass ein Produkt von zwei Greenschen Funk-
tionen in Gl. (2.45) auftaucht. Die obige Ersetzung entspricht einer Substitution der freien
Teilchen durch Quasiteilchen mit einer komplexen spektralen Struktur, vermittelt durch die
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Wechselwirkungsprozesse, die in der retardierten Greenschen Funktion
Gri (t) = − θ(t)i 〈Φ| ai (t) a†i + a†i ai (t) |Φ〉 (2.47)
enthalten sind.
Ersetzt man die Exponentialfaktoren in Gl. (2.44) durch retardierte Greensche Funktionen, so
erha¨lt man den folgenden Ausdruck fu¨r die U¨bergangsraten
γIJ = 2Re
∫ ∞
0
dtGri (t)G
r,∗
j (t)D>i,j(t) , (2.48)
worin
D≷i,j(t − t′) =
∑
q
|MLOij (q)|2
{
(1 + NLO)e∓iωLO(t−t
′) + NLOe±iωLO(t−t
′)
}
(2.49)
der Phonon-Propagator im thermischen Gleichgewicht ist, vgl. Abschnitt 4.3.2. Die Folge der
Quasiteilchen-Renormierungen wird deutlich, wenn Gl. (2.48) in Bezug auf die Spektralfunktion
ausgedru¨ckt wird, die durch Fouriertransformation der retardierten Greenschen Funktionen
Gˆi(ω) = −1/π Im Gri (ω) (2.50)
gema¨ß
γIJ = 2π
∑
q
|MLOij (q)|2
∫ ∫
dω dω′Gˆi(ω)Gˆj(ω′)
×
{
(1 + NLO) δ(ω − ω′ + ωLO) + NLO δ(ω − ω′ − ωLO)
}
(2.51)
erhalten werden kann. Anstatt einer einzelnen Frequenz des Teilchens alleine weisen die Qua-
siteilchen ein erweitertes Energiespektrum mit zusa¨tzlichen Resonanzen durch ho¨here Ord-
nungsprozesse (Multi-Phonon-Emission and -Absorption) auf [249]. Die Spektralfunktion spie-
gelt diese Eigenschaften wider und die Streurate durch LO-Phonon-Emission oder -Absorption
wird durch den U¨berlapp ∫
dω Gˆi(ω ∓ ωLO) Gˆj(ω) (2.52)
zwischen den Spektralfunktionen fu¨r die Anfangs- und Endzusta¨nde bestimmt [84, 249]. Dies
macht den Unterschied zwischen Gl. (2.44), die einen ”Phonon Bottleneck“ vorhersagt, und
dem renormierten Ergebnis in Gl. (2.51) aus, wo die δ-artige Energieerhaltung nun durch das
spektrale Kontinuum von Gˆ(ω) erfu¨llt werden kann.
Fu¨r die Berechnung der retardierten Greenschen Funktion verwenden wir die spektrale Kada-
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noﬀ-Baym-Gleichung (2.46) mit der Selbstenergie
Σri (t − t′) = δ(t − t′)
{
ΣHFi (t)
∣∣
Coul + Σ
H
i (t)
∣∣
LO
}
+ θ(t − t′)
{
Σ>i (t − t′)
∣∣
Coul − Σ<i (t − t′)
∣∣
Coul
+ Σ>i (t − t′)
∣∣
LO − Σ<i (t − t′)
∣∣
LO
}
,
(2.53)
worin die instantanen Beitra¨ge die Hartree-Fock Energie-Renormierungen ΣHFi (t)
∣∣
Coul durch die
Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Quantenpunkt- und den Benetzungsschicht-Ladungs-
tra¨gern und die Hartree-Wechselwirkung ΣHi (t)
∣∣
LO durch LO-Phononen beschreiben. Die Pro-
pagatoren Σ>i und Σ<i enthalten hierbei die Quasiteilchen-Renormierungen der Streuprozesse.
Die Beitra¨ge der Phonon- und Coulomb-Wechselwirkung mit den Ladungstra¨gern sind nicht
unabha¨ngig, sondern beeinﬂussen sich wechselseitig. Die selbstkonsistente Beru¨cksichtigung
beider Beitra¨ge in der Selbstenergie fu¨hrt hierbei zur einer renormierten Spektralfunktion, die
sowohl polaronische als auch Coulomb-Eﬀekte entha¨lt [241]. Die Coulomb-Streuung tra¨gt dabei
durch Stoßverbreiterung zur Da¨mpfung bei und a¨ndert die polaronische Greensche Funktion
auf nicht-triviale Weise. Der Gesamteﬀekt beider Reservoire ist daher nicht mehr additiv, da
die nicht-perturbativen U¨bergangsraten den kombinierten Einﬂuss der Renormierungen beider
Wechselwirkungen entha¨lt. Fu¨r weitere Details verweisen wir an dieser Stelle auf Ref. [241].
Die Beitra¨ge der LO-Phononen zu Σ>i und Σ<i liefert die Polaron-Selbstenergie in selbstkon-
sistenter RPA6 [105, 233]
Σ>i (t − t′)
∣∣
LO =
∑
j
(1 − fj)Grj(t − t′)D>i,j(t − t′) ,
Σ<i (t − t′)
∣∣
LO = −
∑
j
fjG
r
j(t − t′)D<i,j(t − t′) ;
(2.54)
dies beschreibt die Quasiteilchen-Renormierungen der Ladungstra¨ger durch den Austausch von
Phononen mit dem umgebenden Kristall, wobei die Summation die Zusta¨nde des Quantenpunk-
tes und der Benetzungsschicht entha¨lt. Im Falle der Quantenpunkt-Zusta¨nde bezieht sich die
Besetzung fj = nΦj des Einteilchenzustandes |j〉 auf den Referenzzustand |Φ〉. Fu¨r die Beset-
zung fj der Benetzungsschicht verwenden wir eine thermische Gleichgewichtsverteilung. Die
retardierten Greenschen Funktionen der Benetzungsschicht werden ohne den Quantenpunkt
berechnet, was konsistent mit der Annahme ist, dass das Bad nicht vom System beeinﬂusst
wird. Fu¨r die Beitra¨ge Σ>i
∣∣
Coul und Σ
<
i
∣∣
Coul in Gl. (2.53) wird die Selbstenergie in zweiter
Born’scher Na¨herung verwendet [105, 233, 241].
6engl.: random phase approximation
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Abbildung 2.3.: (a) Anstiegszeit des TRDT Signals fu¨r den Quantenpunkt-Grundzustand
als Funktion der Ladungstra¨gerdichte der Benetzungsschicht bei verschiedenen Temperatu-
ren. Sowohl die Wechselwirkung zwischen den Ladungstra¨gern untereinander als auch zwi-
schen Ladungstra¨gern und Phononen wurden im Rahmen einer nicht-perturbativen Theorie
beru¨cksichtigt, die gemeinsame Quasiteilchen-Renormierungen entha¨lt. Gezeigt sind die Er-
gebnisse im Bild der Multi-Exziton-Konﬁguration (ausgefu¨llte Kreise) sowie fu¨r die Einteil-
chenbeschreibung (oﬀene Kreise). Fu¨r 80K und 180K sind die zugeho¨rigen Resultate praktisch
identisch. (b) Die nicht-perturbativen Streuraten wurden hier durch Boltzmann-Streuintegrale
ersetzt.
2.4.4. Ergebnisse
In Abb. 2.3 (a) sind die Ergebnisse fu¨r die Anstiegszeiten der Gesamtbesetzung (Elektron und
Loch) des Grundzustandes, infolge der Wechselwirkung mit beiden Reservoiren, gezeigt, die
fu¨r verschiedene Temperaturen und Ladungstra¨gerdichten in der Benetzungsschicht berech-
net wurden. Generell zeigt sich eine ho¨here Temperaturabha¨ngigkeit bei niedrigeren Dichten,
was auf eine dominante Rolle der Phononen in diesem Regime hinweist. Bei niedrigen Tem-
peraturen steigt die U¨bergangsrate mit zunehmender Ladungstra¨gerdichte in der Benetzungs-
schicht stark an. Zuru¨ckzufu¨hren ist dies auf eﬃziente Coulomb-Streuprozesse, die durch La-
dungstra¨ger in der Benetzungsschicht assistiert werden. Diese Prozesse verursachen zudem eine
starke Verbreiterung der Spektralfunktion und beschleunigen somit wechselseitig die Ladungs-
tra¨ger-Phonon-Streuung. Geht man zu ho¨heren Temperaturen, so wird die Dichteabha¨ngigkeit
durch die starken Beitra¨ge der Phononen abgeschwa¨cht. Der allgemeine Trend sowie die quan-
titativen Ergebnisse fu¨r die U¨bergangsraten sind dabei in guter U¨bereinstimmung mit dem
Experiment, siehe Abb. 2.2. Hierbei spielen Renormierungseﬀekte eine zentrale Rolle. Um dies
zu demonstrieren, verwenden wir zum Vergleich eine Einteilchenbeschreibung und berechnen
die U¨bergangsraten sto¨rungstheoretisch, entsprechend Fermis goldener Regel. In diesem Fall
ha¨ngen die Raten nur noch von den freien Energien der Ladungstra¨ger ab und Energierenormie-
rungen durch angeregte Ladungstra¨ger (sowohl im Quantenpunkt als auch in der Benetzungs-
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schicht) werden vernachla¨ssigt. Die zugeho¨rigen Anstiegszeiten sind in Abb. 2.3 (b) dargestellt
und zeigen in Bezug auf die Dichte- und Temperaturabha¨ngigkeit ein Verhalten, das sich von
den experimentellen Ergebnissen deutlich unterscheidet. Wie sich gezeigt hat, ermo¨glicht die
in der Berechnung der U¨bergangsraten verwendete renormierte Spektralfunktion eine Vielzahl
an Streukana¨len im Vergleich zu einer Beschreibung mit freien Energien. Polaronische Re-
normierungen erzeugen zusa¨tzliche Seitenba¨nder, die durch die Coulomb-Wechselwirkung mit
wachsender Anregungsdichte verbreitert werden, was insbesondere die Resonanzbedingung der
nahezu konstanten LO-Dispersion aufweicht.
Ein Vergleich zwischen der Vielteilchenbeschreibung im Konﬁgurationsbild (ausgefu¨llte Kreise)
und der Einteilchenbeschreibung (oﬀene Kreise) in Abb. 2.3 (a) zeigt, dass lediglich bei tiefen
Temperaturen signiﬁkante Unterschiede bestehen. Die Anstiegszeit wird im wesentlichen durch
den Einfangprozess bestimmt, da dieser langsamer als die anschließende Relaxation innerhalb
des Quantenpunktes ist. Der dominante Beitrag zum Ladungstra¨gereinfang erfolgt durch den
U¨bergang eines Ladungstra¨gers von einem Benetzungsschicht- in einen Quantenpunkt-Zustand,
assistiert durch Phononen oder durch Streuung eines Ladungstra¨gers in der Benetzungsschicht
zu ho¨heren Energien. Dieser Prozess involviert lediglich einen Quantenpunkt-Zustand, sodass
Ladungstra¨ger-Korrelationen approximativ behandelt werden ko¨nnen.
Tatsa¨chlich ist die Relevanz von Ladungstra¨ger-Korrelationen wesentlich von der konkreten An-
regungssituation beeinﬂusst. Um dies zu illustrieren, betrachten wir im Folgenden die Ladungs-
tra¨gerdynamik im Quantenpunkt unter dem Einﬂuss der Coulomb-Streuprozesse und nehmen
an, dass der Quantenpunkt in einem Zustand pra¨pariert wurde, fu¨r den das p-Exziton mit einer
Wahrscheinlichkeit eins realisiert ist. Dies ist durch ρ0 = |1Xp〉 〈1Xp| im Konﬁgurationsbild
und f1 = f4 = 1, f2 = f3 = 0 im Einteilchenbild beschrieben (vgl. Abb 2.1). Zu beachten ist,
dass dieser Anfangszustand nicht korreliert und daher in beiden Bildern a¨quivalent ist. Dies
entspricht einem inkoha¨renten p-Exziton, da keine nicht-diagonal Elemente von ρ betrachtet
werden. Auf diese Weise ko¨nnen die Eﬀekte der Korrelationen auf die Ladungstra¨ger-Streuung
untersucht werden, da diese nicht durch Koha¨renzeﬀekte beeinﬂusst werden.
Ergebnisse fu¨r die Zeitentwicklung fu¨r verschiedene Ladungstra¨gerdichten in der Benetzungs-
schicht sind in Abb. 2.4 gezeigt. Als Umgebungsparameter nehmen wir an, dass das Re-
servoir von Ladungstra¨gern in der Benetzungsschicht mit der Dichte nWL eine Temperatur
von T = 77K besitzt. Im Grenzfall verschwindender Ladungstra¨gerdichte sind nahezu alle
Streuprozesse unterdru¨ckt, da sie eine endliche Besetzung der Elektron- und Lochzusta¨nde in
der Benetzungsschicht erfordern. Der einzige verbleibende Streuprozess ist die Quantenpunkt-
assistierte Ausstreuung eines Lochs in der p-Schale in die Benetzungsschicht, begu¨nstigt durch
die Nichtbesetzung der Lochzusta¨nde in der Benetzungsschicht. Aus diesem Grund und durch
die fehlende Abschirmung der Wechselwirkung zwischen Quantenpunkt und Benetzungsschicht
ist die zugeho¨rige Streurate maximal fu¨r eine verschwindende Dichte in der Benetzungsschicht.
Dieser Mechanismus wurde bereits in Ref. [281] betrachtet, um eine schnelle Ladungstra¨ger-
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Abbildung 2.4.: Zeitentwicklung des Quantenpunkt-Systems bei T = 77K fu¨r den Anfangs-
zustand eines Quantenpunkt p-Exzitons bei einer Ladungstra¨gerdichte in der Benetzungs-
schicht von nWL = 0 cm−2 (a)–(b) und nWL = 11 10cm−2 (c)–(d). Es sei auf den Unterschied in
der Zeitachse hingewiesen. (a) und (c) zeigen die Besetzungen einiger ausgewa¨hlter Konﬁgura-
tionen, siehe Abb. 3.2. (b) und (d) enthalten die Besetzung der s-Schalen-Zusta¨nde |2〉 (hs) und
|3〉 (es) in beiden Bildern (vNL: von-Neumann-Lindblad-Gleichung, B.: Boltzmann-Gleichung).
Eingebettete Figur: semi-logarithmischer Plot der Diﬀerenz zur Gleichgewichtsbesetzung fsss
als Funktion der Zeit in ps.
Relaxation bei niedriger Ladungstra¨gerdichte in der Benetzungsschicht zu beru¨cksichtigen.
Die Pra¨senz eines einzelnen Lindblad-Termes in Gl. (2.31), der die Dynamik des p-Exzitons
beeinﬂusst, fu¨hrt auf einen rein exponentiellen Abfall der Besetzung des p-Exzitons und eine
simultane Erho¨hung der Elektronenbesetzung in der s-Schale. Im Gegensatz dazu konvergiert
die Boltzmann-Gleichung ∝ t−1/2 zu dem selben stationa¨ren Zustand und ist signiﬁkant lang-
samer als eine exponentielle Konvergenz. Zu beachten ist, dass im Fall verschwindender La-
dungstra¨gerdichte der Gleichgewichtszustand kein thermischer Zustand ist. Die Urasche liegt in
dem fehlenden Energie- und Teilchenaustausch mit der Benetzungsschicht. Trotzdem zerfallen
alle Korrelationen mit der Zeit, sodass der stationa¨re Wert in beiden Bildern gleich ist.
Die Unterschiede zwischen beiden Bildern sind wie zuvor weniger signiﬁkant fu¨r ho¨here La-
dungstra¨gerdichten in der Benetzungsschicht, was bedeutet, dass Korrelationen infolge des
Pauli-Prinzips unwichtiger werden und in diesem Regime schneller abklingen. Ursache hierfu¨r
ist die Tatsache, dass viele Konﬁgurationen durch eﬀektive Streukana¨le verbunden sind, wa¨h-
rend bei niedriger Dichte nur wenige Kana¨le existieren, sodass die Information daru¨ber, ob
Zusta¨nde simultan besetzt sind, viel la¨nger im Quantenpunkt-System erhalten bleibt. In an-
deren Worten, eine kleine Anzahl von Prozessen, die das System aus dem Anfangszustand
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herausbringen, wird zu einem nahezu exponentiellen Verhalten in der voll korrelierten Dy-
namik fu¨hren, welche nicht durch das nicht-exponentielle Verhalten der Boltzmann-Gleichung
reproduziert werden kann. Mit steigender Anzahl an Streukana¨len wird diese Diskrepanz abge-
schwa¨cht und die Praktikabilita¨t zur Beschreibung des Systems durch die Boltzmann-Gleichung
nimmt zu.
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Kapitel 3
Theoretische Beschreibung des
Einzel-Quantenpunkt-Lasers
Mikrokavita¨ten ermo¨glichen einen dreidimensionalen Einschluss des elektromagnetischen Fel-
des, wobei die Ausdehnung der Kavita¨t von der Gro¨ßenordnung der Lichtwellenla¨nge ist und
basieren zumeist auf den eﬃzienten Mechanismen der Bragg- oder totalen internen Reﬂektion,
bzw. einer Kombination beider. Als Folge der reduzierten Dimensionalita¨t ergibt sich ein Spek-
trum wohl-separierter, scharfer Moden, was in Abb. 3.1 anhand von Messungen der Photolu-
mineszenz an Mikro-Pillarstrukturen unterschiedlicher Gro¨ße demonstriert ist. Hierdurch wird
eine Situation ermo¨glicht, in der ein Interband-U¨bergang des Quantenpunktes mit einer ein-
zelnen optischen Mode wechselwirkt und sich entweder im nichtperturbativen Regime starker
Kopplung oder im perturbativen Regime schwacher Kopplung unter dem Einﬂuss des Purcell-
Eﬀekts [218, 283] beﬁndet. Eine Versta¨rkung der spontanen Emissionsrate kann im zweiten
Regime, als Konsequenz der Erho¨hung der photonischen Zustandsdichte, erreicht werden und
ist ein wichtiger Bestandteil in der Entwicklung von Mikrokavita¨tslasern. Dennoch bleibt der
Quantenpunkt selbst in den besten aktuellen Mikrokavita¨ten schwach an das Kontinuum von
Hintergrund- (nichtresonanten) Moden gekoppelt, was zu einer Dissipation im elektronischen
System fu¨hrt. Die Realisierung eines Lasers mit nur einem einzelnen Quantenpunkt als Ge-
winnmaterial stellt die maximale Form der Miniaturisierung dar und erfordert eine eﬃziente
Kopplung an die Kavita¨tsmode. Infolgedessen ko¨nnen unter Umsta¨nden beide Regime erreicht
werden, in dem Sinne, dass das System mit steigender Anregungsleistung von starker zu schwa-
cher Kopplung u¨bergeht [201, 227]. Insbesondere die Mo¨glichkeit, starke Kopplung bis in den
Laserbetrieb aufrecht zu erhalten, ist von aktuellem Interesse [87, 136, 202, 227].
Die Laser-Emission eines einzelnen Quantenpunktes stellt erhebliche Anforderungen an das
Wechselspiel von Materialparametern und dissipativen Eﬀekten. Einerseits wird eine große
Licht-Materie-Kopplungssta¨rke g (bestimmt durch die Quantenpunkt-Oszillatorsta¨rke und den
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Abbildung 3.1.: (a) - (e) Messungen der Mikro-Photolumineszenz (rote Linien) von
Mikropillar-Strukturen mit unterschiedlichen Durchmessern bei einer Temperatur von 80 K.
Die transversalen optischen Moden sind deutlich sichtbar, wie durch die theoretischen Spektren
besta¨tigt wird, die mit einer vektoriellen Transfermatrix-Methode berechnet wurden (blaue Li-
nien). Die vertikalen schwarzen gestrichelten Linien zeigen die energetische Position jeder Mode
entsprechend der Simulationen. (f) Rasterelektronenmikroskopische Aufnahme eines Mikropil-
lars, der mit fokussierten Elektronenstrahlen pra¨pariert wurde. Fu¨r Details siehe Ref. [126, 148].
ra¨umlichen wie spektralen U¨berlapp des Quantenpunktes und des Feldes der Kavita¨t) beno¨tigt,
um eine Photonenproduktionsrate zu erreichen, welche die Kavita¨tsverluste u¨bersteigt. Ande-
rerseits ha¨ngt die maximale Photonen-Emission dabei nicht nur von der Rekombinationsrate
ab, sondern beruht auch auf einem schnellen Einfang von Ladungstra¨gern in das Laser-Niveau,
wobei eine Grenze durch die Sa¨ttigung infolge von Pauli-blocking gesetzt ist. Die schnelle La-
dungstra¨gerdynamik, die beno¨tigt wird, um das gekoppelte System aus Quantenpunkt und
Kavita¨t in die stimulierte Emission zu treiben, fu¨hrt zu Dephasierung der optischen Polari-
sationen und verbreitert die Linie des Laser-U¨berganges. Wenn die Breite vergleichbar zur
Licht-Materie-Kopplungssta¨rke wird, so ist eine starke Kopplung nicht la¨nger mo¨glich.
Ziel dieses Kapitels ist es, eine quantitative Analyse des Einzel-Quantenpunkt-Lasers zu geben,
die auf den Halbleitereigenschaften des Quantenpunkt-Emitters basiert. Wir beru¨cksichtigen
explizit die elekronische Struktur, die mehrere lokalisierte Zusta¨nde aufweist, sowie die An-
regung mehrerer Ladungstra¨ger. Ausgehend von den Einteilchenzusta¨nden bestimmen wir die
Multi-Exziton-Zusta¨nde durch die Coulomb-Wechselwirkung und deren Emissionsbeitra¨ge in
die Kavita¨tsmode. Zudem beru¨cksichtigen wir den Zusammenhang zwischen den Streuprozes-
sen, die Ladungstra¨ger fu¨r die optischen U¨berga¨nge bereitstellen, und der anregungsinduzierten
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Dephasierung [227]. Ein wichtiger Aspekt in diesem Kapitel ist das Wechselspiel mehrerer elek-
tronischer Konﬁgurationen wa¨hrend des Emissionsprozesses.
Die in diesem Kapitel gezeigten Ergebnisse basieren im Wesentlichen auf [87, 88].
3.1. Theoretische Beschreibung eines Einzel-Quantenpunktes in ei-
ner Mikrokavita¨t
Im Folgenden betrachten wir einen selbstorganisierten Quantenpunkt mit diskreten Einteil-
chenzusta¨nden fu¨r Elektronen und Lo¨cher. Um das eingebettete Quantenpunkt-Mikrokavita¨ts-
system zu modellieren, bestimmen wir die Dichtematrix ρ(t) im Zustandsraum, der durch die
gebundenen Quantenpunkt-Zusta¨nde und die Fock-Zusta¨nde der Kavita¨tsmode bestimmt ist.
Der elektronische Teil ist auf natu¨rliche Weise durch das endliche Einschlusspotential fu¨r Elek-
tronen und Lo¨cher beschra¨nkt, und fu¨hrt zu einer endlichen Zahl lokalisierter Zusta¨nde, die
durch Ladungstra¨ger besetzt werden, siehe Abschnitt 2.3. In Bezug auf Photonen der Kavita¨t
betrachten wir eine hinreichend große maximale Photonenzahl. Die von-Neumann-Lindblad-
Gleichung fu¨r die Quantenpunkt-Photon Dichtematrix ρ(t) hat die Form
∂
∂t
ρ = −i [He−pt + He−e, ρ] + Lnlρ + LCρ + Lscattρ + Lcaptρ , (3.1)
wobei wir das Wechselwirkungsbild bzgl. H0e + H0pt verwendet haben. Die nichtperturbati-
ve Licht-Materie-Wechselwirkung zwischen dem Interband-U¨bergang des Quantenpunktes und
dem quantisierten Feld einer Mikrokavita¨tsmode ist durch den Jaynes-Cummings Hamilton-
operator
He−pt =
∑
i,j,σ
gijσ
[
b†σ a
†
i aj + bσ a
†
j ai
]
(3.2)
beschrieben. Hierbei sind a†, a fermionische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fu¨r
Elektronen, wobei sich der Index i (j) auf die Zusta¨nde des Valenzbandes (Leitungsbandes)
bezieht. b†σ und bσ sind die bosonischen Operatoren fu¨r die Photonen in der Lasermode mit
der Polarisation σ und gijσ ist die Licht-Materie-Kopplungssta¨rke fu¨r das entsprechende elek-
tronische Niveau und die Kavita¨tsmode. In den meisten Fa¨llen ist der energetische Abstand
zwischen lokalisierten Zusta¨nden groß genug (mehrere 10meV), sodass es hinreichend ist, nur
eine Kopplung eines Rekombinationskanals, z.B. den der s-Schale, an die Kavita¨tsmode zu
beru¨cksichtigen. Im Folgenden nehmen wir zusa¨tzlich eine Situation an, in der beide Polari-
sationsmoden entartet sind und eine gleiche Kopplungssta¨rke aufweisen, sodass unter diesen
Voraussetzungen gijσ ≡ g ist.
Im Gegensatz zum atomaren Modell beginnen wir ausgehend von den Einteilchenzusta¨nden und
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beru¨cksichtigen explizit den Coulomb-Hamiltonoperator He−e zwischen den Quantenpunkt-
Ladungstra¨gern in der von-Neumann-Gleichung. Unter Verwendung von Gl. (2.9) ist die nu-
merische Lo¨sung a¨quivalent zu einer CI (conﬁguration interaction) Rechnung, da diese die
Zeitentwicklung des Systems in Bezug auf die wechselwirkenden Zusta¨nde beschreibt, die eben-
falls Eigenzusta¨nde des exakt diagonalisierten CI Hamiltonoperators sind. In der Vergangen-
heit wurden CI Rechnungen fu¨r Quantenpunkte erfolgreich durchgefu¨hrt [12, 16, 25, 107].
Auch wenn der volle Coulomb-Hamiltonoperator beru¨cksichtigt werden kann, verwenden wir
entsprechend der Diskussion in Abschnitt 2.2 eine approximative Form, die diagonal in der
Konﬁgurationsbasis ist.
Selbstorganisierte Quantenpunkte sind im Gegensatz zu isolierten Atomen eingebettete Sys-
teme und daher stark durch die Umgebung beeinﬂusst. Delokalisierte Zusta¨nde existieren in
energetischer Nachbarschaft der lokalisierten Elektron- und Loch-Zusta¨nde. Fu¨r Bauteilan-
wendungen werden Ladungstra¨ger pra¨feriert in die delokalisierten Zusta¨nde angeregt. Die La-
dungstra¨gerstreuung ist ein wichtiger Bestandteil der Physik Quantenpunkt-basierter Laser.
Wie bereits in Abschnitt 2.4 gezeigt wurde, werden Ladungstra¨ger auf einer ps-Zeitskala in den
Quantenpunkt eingefangen. Streuung zwischen den lokalisierten und delokalisierten Zusta¨nden
sowie innerhalb des Quantenpunktes werden durch die Coulomb-Wechselwirkung und durch
LO-Phononen ermo¨glicht.
Wir beschreiben die Ladungstra¨gerstreuung zwischen den Quantenpunkt-Zusta¨nden mit den
Lindblad-Termen
Lscattρ =
∑
i,j
γij
2
(
2a†iajρa
†
jai − a†jaia†iajρ − ρa†jaia†iaj
)
, (3.3)
wobei γij die Intraband-Streuraten zwischen den Niveaus j und i sind, vgl. Abschnitt 2.4. Zu be-
achten ist, dass wir durch diese Wahl Korrelationseﬀekte infolge der Coulomb-Wechselwirkung
zwischen den Ladungstra¨gern in Bezug auf die Berechnung der Streuraten vernachla¨ssigen.
Wie wir allerdings im vorigen Kapitel gezeigt haben, spielen diese bei einer starken Anregung
von Ladungstra¨gern in den delokalisierten Zusta¨nde eine vernachla¨ssigbare Rolle.
Auf a¨hnliche Weise kann die Ladungstra¨gerstreuung zu einem Einfang von Elektronen und
Lo¨chern aus den delokalisierten Zusta¨nden in die Quantenpunkt-Zusta¨nde, und umgekehrt,
fu¨hren. Die zugeho¨rigen Lindblad-Terme
Lcaptρ =
∑
i
γini
2
(
2a†iρai − aia†iρ − ρaia†i
)
+ γ
out
i
2
(
2aiρa
†
i − a†iaiρ − ρa†iai
)
(3.4)
enthalten die Streuraten γini von den delokalisierten Zusta¨nden in die Quantenpunkt-Zusta¨nde
i und γouti fu¨r den entgegengesetzten Prozess.
In Ref. [227] wurde eine Situation studiert, wo im Regime starker Anregung die Ansamm-
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lung von Ladungstra¨gern in den delokalisierten Benetzungsschicht-Zusta¨nden zu anregungs-
induzierten Eﬀekten fu¨hrt. Mit zunehmender Ladungstra¨gerdichte in der Benetzungsschicht
nehmen die Dephasierungsraten durch die gro¨ßere Anzahl mo¨glicher Streukana¨le zu und zur
gleichen Zeit wird die Coulomb-Wechselwirkung durch Abschirmung reduziert. Als ein Resul-
tat wurden Energieverschiebungen und Verbreiterungen der Quantenpunkt-Emissionslinie in
Abha¨ngigkeit von der Anregungsdichte beobachtet, z.B. in Ref. [175]. Andererseits wurden in
anderen Experimenten, wo die Anregung durch kurze Laserpulse erfolgt ist [153, 232], keine
Linienverschiebungen detektiert. In diesem Fall verschwindet die durch die Pumpanregung er-
zeugte Ladungstra¨gerdichte in der Benetzungsschicht rapide, z.B. durch den Einfang in die
lokalisierten Zusta¨nde oder andere Prozesse, wie Diﬀusion von Ladungstra¨gern aus dem An-
regungsbereich. Linienverschiebungen sind daher nicht in den gemessenen Spektren aktueller
Experimente zum Einzel-Quantenpunkt-Laser [202] zu ﬁnden. Um diese Situation im Folgen-
den zu beschreiben, nehmen wir an, dass die Sta¨rke der Coulomb-Wechselwirkung und die
Streuraten nur durch die Systemeigenschaften selbst bestimmt sind und unabha¨ngig von der
Anregungsdichte ﬁxiert bleiben. Es sei betont, dass experimentelle Belege fu¨r beide Situationen
existieren.
Das System ist zudem an u¨ber andere Photonenmoden die Umgebung gekoppelt. Ladungs-
tra¨ger-Rekombination durch spontane Emission in das Kontinuum, das nicht an der stimulier-
ten Emission beteiligt ist, wird u¨ber den folgenden Lindblad-Term [46]
Lnlρ =
∑
i,j
γnlij
2
(
2a†iajρa
†
jai − a†jaia†iajρ − ρa†jaia†iaj
)
(3.5)
modelliert und beschreibt eine Interband-Rekombination eines Elektrons im Zustand j und
eines Loches im Zustand i mit einer Rate γnlij . Die endliche Lebensdauer der Photonen in der
Kavita¨t wird durch
LCρ = κ2
(
2bρb† − b†bρ − ρb†b
)
(3.6)
beru¨cksichtigt [46], wobei die Verlustrate κ = ω/Q direkt mit der Gu¨te Q der zugeho¨rigen
Kavita¨tsmode bei der Energie ω verbunden ist.
3.2. Charakteristische Gro¨ßen
Die Mo¨glichkeit, die volle Zeitentwicklung des Dichteoperators zu erhalten, ist in Halblei-
tersystemen ein seltener Luxus und nur fu¨r eine kleine Anzahl elektronischer Konﬁgurationen
mo¨glich. Selbst fu¨r relativ kleine Systeme mit nur zwei gebundenen Schalen fu¨r Elektronen und
Lo¨cher sind 256 elektronische Konﬁgurationen mo¨glich. Fu¨r einen Quantenpunkt mit sechs Ni-
veaus (z.B. bei entarteten p-Zusta¨nden) steigt diese Zahl bereits auf 4096. Zusa¨tzlich mu¨ssen im
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Allgemeinen die Freiheitsgrade fu¨r Photonen zu zwei unterschiedlichen Polarisationsrichtungen
beru¨cksichtigt werden, mit einer Fock-Basis mit typischerweise bis zu 20 Photonen pro Lichtpo-
larisation. Bereits fu¨r den ersten Fall ist die typische Dimension des Dichteoperators 256×202.
Die Zeitentwicklung der von-Neumann-Gleichung muss den schnellsten Prozess (typischerweise
von der Gro¨ßenordnung 1/ps) im System auﬂo¨sen, wa¨hrend die Entwicklung u¨ber mehrere Na-
nosekunden verfolgt werden muss, damit die Rekombinationsdynamik stationa¨r wird. Daher
ist diese Methode selbst fu¨r einen einzelnen Quantenpunkt numerisch anspruchsvoll und es
u¨berrascht nicht, dass verschiedene Techniken verwendet wurden [75, 89, 225, 269, 302], um
ein Ensemble von Quantenpunkten in einer Mikrokavita¨t zu beschreiben.
Stationa¨re Gro¨ßen ko¨nnen berechnet werden, indem die von-Neumann-Gleichung fu¨r konstante
Pumprate in der Zeit entwickelt wird, bis ein stationa¨rer Zustand erreicht ist. Alternativ ist
bei gepulster Anregung die gesamte Zeitentwicklung des Systems bekannt und kann verwendet
werden, um die Systemdynamik zu beschreiben. Alle relevanten (Einteilchen-)Erwartungswerte
ko¨nnen dann unter Verwendung von
〈A〉 = Sp{ρA} (3.7)
explizit berechnet werden. Von besonderem Interesse ist die Photonenstatistik
pn = ρnn =
∑
j
〈n, j| ρ |n, j〉 , (3.8)
wobei die diagonalen Elemente der Dichtematrix ρnn erhalten werden ko¨nnen, indem die Spur
u¨ber die elektronischen Freiheitsgrade j gebildet wird. Fu¨r ein System in einem thermischen,
koha¨renten oder Fock-Zustand ist die Verteilungsfunktion der Photonen bekannt und durch
eine Exponential-, Poisson- oder delta-artige Verteilung, entsprechend der Besetzung des Fock-
Zustandes gegeben. Speziell auf einer logarithmischen Skala besitzt ein thermischer Zustand
eine lineare Abha¨ngigkeit und entsprechend auch n!pn fu¨r einen koha¨renten Zustand. Ein Ver-
gleich mit der berechneten Photonenstatistik erlaubt somit eine Charakterisierung des Licht-
feldes in der Kavita¨t.
Hierzu hat Glauber einen Satz von Korrelationsfunktionen eingefu¨hrt, um quantisierte elek-
tromagnetische Felder zu charakterisieren [93]. Die Korrelationsfunktion erster Ordnung
g(1)(t, τ) = 〈b
†(t)b(t + τ)〉
〈b†(t)〉 〈b(t + τ)〉 (3.9)
beschreibt die Koha¨renz der Emission, wa¨hrend die Korrelationsfunktion zweiter Ordnung,
oder Autokorrelationsfunktion,
g(2)(t, τ) = 〈b
†(t)b†(t + τ)b(t + τ)b(t)〉
〈b†(t)b(t)〉 〈b†(t + τ)b(t + τ)〉 (3.10)
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Informationen u¨ber die statistischen Eigenschaften des Lichtfeldes entha¨lt; diese ko¨nnen ent-
sprechend mit einem Michelson Interferometer und einem Hanbury-Brown und Twiss Aufbau
experimentell bestimmt werden. Im stationa¨ren Fall ha¨ngen diese Gro¨ßen nur noch von der
Diﬀerenzzeit τ ab, wobei die Korrelationsfunktion zweiter Ordnung fu¨r τ = 0 ein Maß fu¨r die
Wahrscheinlichkeit ist, zwei Photonen zur gleichen Zeit anzutreﬀen. Folglich ist diese Gro¨ße
u¨ber
g(2)(0) = 〈n
2〉 − 〈n〉
〈n〉2 (3.11)
mit dem ersten und zweiten Moment der Photonenstatistik verknu¨pft, wobei 〈nk〉 = ∑n nkpn
ist. Die Emission einer thermischen, koha¨renten oder Einzel-Photonen-Quelle ist durch g(2)(0)
charakterisiert, mit entsprechenden Werten von 2, 1 und 0 bei Detektion einer Polarisati-
onsrichtung [88]. Im Vergleich zur zufa¨lligen Emission einer koha¨renten Quelle, die mit einer
Poission-Statistik assoziiert ist, weist die thermische Emission ein Photonen-Bunching und eine
Quelle einzelner Photonen ein Photonen-Antibunching auf.
Bei niedriger Anregung ist die gesamte mittlere Photonenzahl fu¨r einen einzelnen Quanten-
punkt als Gewinnmaterial sehr klein, sodass die Wahrscheinlichkeit, dass kein Photon die Ka-
vita¨tsmode besetzt um Gro¨ßenordnungen ho¨her ist als die Wahrscheinlichkeit, ein oder mehrere
Photonen vorzuﬁnden. Entwickelt man Gl. (3.11) in eine Reihe in n und beha¨lt Terme bis zur
zweiten Ordnung (dies ist sinnvoll, da pn schnell mit n abfa¨llt, s. Abb. 3.6), so erha¨lt man im
Grenzfall schwacher Anregung fu¨r die Autokorrelationsfunktion
g(2) ≈ 2p2/p21 . (3.12)
Wenn sowohl p1 als auch p2 nahe null sind, reagiert g(2)(0) sehr sensitiv, da es ein Verha¨ltnis
kleiner Zahlen ist. Daher kann es instruktiver sein, stattdessen direkt die gesamte Photonen-
statistik als Indikator fu¨r die Charakteristik des Lichtes zu betrachten. Auf der anderen Seite
muss p1  p2 erfu¨llt sein, um ein Ergebnis fu¨r einen Einzel-Photonen-Quelle zu erhalten, was
intuitiv zu erwarten ist.
3.3. Einzel-Quantenpunkt-Emission und Lasing
Die Eigenschaften eines einzelnen Quantenpunktes in einer Mikrokavita¨t unterscheidet sich in
mehreren wichtigen Aspekten von denen eines Quantenpunkt-Ensembles. Bei niedriger Anre-
gung erzeugt ein Ensemble thermisches Licht und arbeitet wie eine Licht-emittierende Diode
(LED), wa¨hrend der einzelne Emitter in der Lage ist, einzelne, wohl-separierte und daher
hoch geordnete Photonen zu emittieren [48]. Wie wir spa¨ter diskutieren werden, geht diese
Eigenschaft verloren, wenn die Lebensdauer der Kavita¨tsmode vergleichbar mit der spontanen
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Emissionszeit des Emitters wird. Auf der anderen Seite kann bei hoher Anregung nicht garan-
tiert werden, dass sich der einzelne Quantenpunkt in das Regime der stimulierten Emission
treiben la¨sst. Zudem kann jede mo¨gliche U¨bergangslinie im Emissionsspektrum des Quan-
tenpunktes auf die Kavita¨tsmode gestimmt werden, wobei die Emissionscharakteristik stark
zwischen diesen variieren kann.
Ein zentrales Thema ist die Anzahl relevanter elektronischer Konﬁgurationen, die im Quan-
tenpunkt durch Besetzung der Einteilchenzusta¨nde enstehen. In atomaren Systemen fu¨hrt die
Coulomb-Wechselwirkung zu starken Energieverschiebungen und es ist typischerweise mo¨glich,
eine Situation zu ﬁnden, wo nur zwei elektronische Konﬁgurationen mit dem Feld der Kavita¨t
wechselwirken, wa¨hrend der Einﬂuss anderer Konﬁgurationen schwach ist [32]. In Halbleiter-
Quantenpunkten ist auf der anderen Seite die Coulomb-Wechselwirkung durch die ra¨umliche
Ausdehnung der gebundenen Einteilchen-Wellenfunktionen im Einschlusspotential viel schwa¨-
cher. Innerhalb eines Fensters von mehreren meV ﬁndet man die U¨bergangsenergien von meh-
reren Konﬁgurationen, die zur Emission in die Kavita¨tsmode beitragen ko¨nnen [227]. Zudem
unterstu¨tzen nichtresonante Kopplungsmechanismen diese Situation, wie wir im Kapitel 4
ausfu¨hrlich diskutieren werden.
Die nachfolgenden Ergebnisse wurden durch direkte numerische Lo¨sung der von-Neumann-
Lindblad-Gleichung erhalten, wie wir im vorigen Abschnitt diskutiert haben. Aus der Zeit-
entwicklung der Dichtematrix erhalten wir die Photonenstatistik, so dass zentrale Gro¨ßen wie
die mittlere Photonenzahl und die Autokorrelationsfunktion bestimmt werden ko¨nnen. Ferner
bekommen wir Zugang zum Emissionsspektrum, das Informationen u¨ber die Oszillatorsta¨rke,
die Dephasierung optischer U¨berga¨nge sowie die U¨bergangsenergien entha¨lt.
3.3.1. Multi-Konﬁgurationsmodell
Die Wahl der Quantenpunkt-Einteilchenzusta¨nde bestimmt die mo¨glichen System-Konﬁgura-
tionen, die durch sukzessive Besetzung dieser Zusta¨nde mit Ladungstra¨gern entstehen. Fu¨r
einen Quantenpunkt mit zwei gebundenen Schalen fu¨r Elektronen und Lo¨cher, was wir im
gesamten Kapitel betrachten wollen, ist die niedrigste optisch aktive Konﬁguration das Ex-
ziton, welches je ein Elektron und ein Loch zu unterschiedlichen Spin-Richtungen entha¨lt.
Der ho¨chste angeregte Multi-Exziton-Zustand entspricht dem gefu¨llten Quantenpunkt und be-
steht aus vier Elektron-Loch-Paaren. Insgesamt sind 256 Konﬁgurationen mo¨glich, siehe Ab-
schnitt 2.3. Die Basis des wechselwirkenden Ladungstra¨ger-Photon-Systems entha¨lt zusa¨tzlich
die Fock-Zusta¨nde von zwei orthogonalen Polarisationsrichtungen der Photonen. Die numeri-
sche Zeitintegration der von-Neumann-Lindblad-Gleichung in so einer großen Basis stellt eine
Herausforderung dar.
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Abbildung 3.2.: Beispiele fu¨r Konﬁgurationen des gleichen Quantenpunktes wie in Abb. 2.1,
falls nur Ladungstra¨ger einer Spinrichtung betrachtet werden. Gezeigt sind der Grundzustand
und alle optisch aktiven Konﬁgurationen, die eine Rekombination an der s-Schale erlauben.
Die Gesamtzahl mo¨glicher Konﬁgurationen betra¨gt 16.
Konﬁgurationsraum in der Beschreibung eines Spinsubsystems Um die Diskussion des
Wechselspiels zwischen den Konﬁgurationen transparent und den numerischen Aufwand prakti-
kabel zu halten, sollte die Anzahl an System-Konﬁgurationen klein genug sein. Unter bestimm-
ten Voraussetzungen kann das Verhalten des Einzel-Quantenpunkt-Lasers auf ein Spinsubsys-
tem abgebildet werden, sodass es nicht notwendig ist, Ladungstra¨ger beider Spinrichtungen
explizit zu beru¨cksichtigen. Die Gu¨ltigkeit dieses Vorgehens ha¨ngt jedoch von den konkreten
Werten der Coulomb-Matrixelemente sowie von den Eigenschaften des Anregungs- und des
Messprozesses ab [88].
Erfolgt die Anregung des Systems spinpolarisiert, so ist die Beschra¨nkung der Konﬁguratio-
nen auf ein Spinsubsystem eine hervorragende Na¨herung. Spin-ﬂip-Prozesse ko¨nnen hierbei
vernachla¨ssigt werden, da diese in den hier betrachteten Systemen eine Gro¨ßenordnung lang-
samer als die Dynamik der Relaxations- und Rekombinationsprozesse sind [209, 246]. Haben
stattdessen beide Spinrichtungen Anteil an der Ladungstra¨ger- und Rekombinationsdynamik,
so kann die Beschreibung in einem Spinsubsystem als Na¨herung im folgenden Sinne verstan-
den werden: Vorausgesetzt, die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Ladungstra¨gern ist
na¨herungsweise diagonal in der Basis der Konﬁgurationen, d.h. eine Mischung der Konﬁgu-
rationen kann vernachla¨ssigt werden, siehe Gl. (2.11), so ist jede Konﬁguration unabha¨ngig
von der Anwesenheit weiterer Ladungstra¨ger mit dem entgegengesetzten Spin. Folglich ist das
Exziton nach wie vor die erste optisch aktive Anregung des Systems. Jedoch fasst sie weitere
Konﬁgurationen eﬀektiv zusammen, wie z.B. die Trionen und das Biexziton des Grundzustan-
des, da diese zusa¨tzliche Ladungstra¨ger mit entgegengesetztem Spin enthalten. Ho¨her angeregte
Konﬁgurationen besitzen stets einen Ladungstra¨ger in der p-Schale und ko¨nnen insofern als
”heiße“ Konﬁgurationen bezeichnet werden. Der ho¨chste Multi-Exziton-Zustand ist dann das
sp-Biexziton und verha¨lt sich a¨hnlich zur Konﬁguration des gefu¨llten Quantenpunktes 4Xsspp
in der Zwei-Spin-Beschreibung (vgl. Abb. 2.1).
Eine Beschreibung im Konﬁgurationsraum eines Spinsubsystems ist aus den folgenden Gru¨nden
gerechtfertigt: Energieshifts, die durch zusa¨tzliche Ladungstra¨ger der zweiten Spinrichtung in-
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duziert werden (verantwortlich fu¨r die Bindungsenergie des Grundzustand-Biexzitons), sind
typischerweise klein im Vergleich zur Coulomb-Austauschenergie (verantwortlich fu¨r den Ener-
gieabstand zwischen den ”heißen“ Konﬁgurationen, mit zusa¨tzlichen Ladungstra¨gern in der
p-Schale). Bei ho¨heren Anregungen kann die Verbreiterung der Emissionslinie, infolge einer
Dephasierung der optischen Polarisation durch Streuprozesse, kleine Aufspaltungen zusa¨tzlich
u¨berdecken. In diesem Regime ist zudem die Dynamik des Systems hauptsa¨chlich durch die
ho¨chste Multi-Exziton-Konﬁguration bestimmt und der Einﬂuss anderer Konﬁgurationen spielt
nur eine untergeordnete Rolle. Dennoch kann im Allgemeinen die große Anzahl an mo¨glichen
Konﬁgurationen in der Zwei-Spin-Beschreibung die Systemdynamik modiﬁzieren. Auch wenn
diese Vereinfachung als Approximation zu sehen ist, so ko¨nnen in diesem Modell dennoch
wichtige Schlussfolgerungen u¨ber die Beitra¨ge konkurrierender Multi-Exziton-Zusta¨nde gezo-
gen werden. Betrachtet man nur Ladungstra¨ger im Subsystem eines Spins, so ist die Gesamtzahl
an mo¨glichen Konﬁgurationen des Quantenpunktes stark reduziert. In Abb. 3.2 sind jeweils
der Grundzustand und die optisch aktiven Konﬁgurationen dargestellt. Ein direkter Vergleich
mit der numerisch erheblich anspruchsvolleren Rechnung fu¨r beide Spinsubsysteme wird nach-
folgend diskutiert.
In Abb. 3.3 sind Eingangs-/Ausgangs-Kennlinien, d.h. die mittlere Photonenzahl als Funktion
der Ladungstra¨ger-Einfangrate, eines Einzel-Quantenpunkt-Lasers gezeigt, wobei wir die Er-
gebnisse einer Rechnung mit beiden Spinsubsystemen und 256 elektronischen Konﬁgurationen
mit einer Rechnung fu¨r einen Spin und 16 Konﬁgurationen vergleichen. Zwei Resonanzbedin-
gungen werden betrachtet: Entweder ist das s-Exziton (oben) oder der ho¨chste Multi-Exziton-
Zustand (unten) auf die Kavita¨tsmode gestimmt. Die erste Konﬁguration ist die bevorzug-
te bei schwacher Anregung, wa¨hrend letztere die Emission bei hoher Anregung dominiert.
Aus den Ergebnissen ko¨nnen wir schlussfolgern, dass fu¨r die betrachtete Situation das Modell
fu¨r einen Spin in der Lage ist, die relevante Physik in quantitativer U¨bereinstimmung abzu-
bilden. Abweichungen zwischen beiden Modellen resultieren sowohl aus der ho¨heren Anzahl
mo¨glicher Konﬁgurationen im Modell fu¨r zwei Spins als auch aus der unterschiedlichen energe-
tischen Position der beitragenden Konﬁgurationen durch die Coulomb-Wechselwirkung. Zum
Beispiel ist die kleinere mittlere Photonenzahl in der oberen Figur von Abb. 3.3 das Resultat
einer gro¨ßeren Verstimmung des sp-Biexzitons fu¨r die verwendeten Parameter, wa¨hrend in der
Zwei-Spin-Beschreibung die zusa¨tzliche Coulomb-Wechselwirkung den energetischen Abstand
zwischen der Kavita¨tsmode und der Konﬁguration, die dem vollen Quantenpunkt entspricht,
reduziert (vgl. Ref. [88]). Eine detailierte Diskussion der zugrunde liegenden Physik wird im
verbleibenden Kapitel gegeben werden.
Schließlich mo¨chten wir darauf hinweisen, dass jedes Spinsubsystem nur an eine zirkulare
Lichtpolarisation koppelt. Unter der Annahme optischer Anregung mit zirkular polarisier-
tem Licht werden nur Ladungstra¨ger in einem Spinsubsystem angeregt und die betrachtete
(Spin-erhaltende) Ladungstra¨ger-Relaxation und optischen Rekombinationsprozesse sind typi-
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Abbildung 3.3.: Eingangs-/Ausgangs-Kennlinien fu¨r das Grundzustand-Exziton (oben)
oder den ho¨chsten Multi-Exziton-U¨bergang (unten) in Resonanz mit der Kavita¨tsmode
C. Verglichen sind die Ergebnisse einer Rechnung mit einem Spin (gestrichelte Linie) und
zwei Spins (durchgezogene Linie). Die Parameter sind in Abschnitt 3.3.2 beschrieben und
mit Parametersatz A bezeichnet, wobei wir abweichend unterschiedliche Elektron- und
Loch-Einhu¨llenden fu¨r die harmonischen Oszillator-Wellenfunktionen in der Berechnung der
Coulomb-Matrixelememte verwenden, um eine typische Bindungsenergie von 1meV fu¨r das
Grundzustand-Biexziton zu erhalten.
scherweise schneller als Spin-ﬂip Prozesse. In diesem Fall liefert das Modell fu¨r den einzelnen
Spin eine angemessene Beschreibung.
3.3.2. Emissionscharakteristik im reduzierten Konﬁgurationsraum
Das Ziel vieler aktueller Experimente ist es, stimulierte Emission mit einem einzelnen Quanten-
punkt-Emitter zu erreichen. In diesem Abschnitt analysieren wir die Situation, in der nur ein
einzelner Quantenpunkt-Emitter zur Emission beitra¨gt. Eine Erweiterung auf mehrere Emit-
ter wird im na¨chsten Kapitel erfolgen. Die Kopplungssta¨rke der Licht-Materie-Wechselwirkung
aktueller Experimente [202] ist aus der Vakuumfeld-Rabi-Aufspaltung bekannt, die von der
Gro¨ßenordnung 100 meV ist; dies entspricht Jaynes-Cummings-Kopplung zwischen dem Grund-
zustand fu¨r Elektron und Loch (s-Zustand) von g = 0.15/ps. Der typischen Zerfallsrate der
Kavita¨t von κ = 0.1/ps entspricht eine Kavita¨tsgu¨te Q = 20, 000 im roten Spektralbereich der
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InGaAs Quantenpunkt-Emission.
Es zeigte sich allerdings, dass mit diesen Parametern das Regime der stimulierten Emission
fu¨r einen einzelnen Quantenpunkt-Emitter nicht erreicht werden kann. Die Anforderungen
fu¨r die stimulierte Emission in einem Quantenpunkt-System mit mehreren Niveaus sind nicht
oﬀensichtlich, sodass wir im Folgenden die Emissionsrate in Bezug auf die Quantenpunkt-
Parameter diskutieren werden.
Emissionsrate des Quantenpunktes Eine Abscha¨tzung der Rekombinationsrate des Quanten-
punkt-Laser-U¨berganges kann erhalten werden, indem die zugeho¨rigen Nichtdiagonalelemente
der Dichtematrix durch die Jaynes-Cummings-Wechselwirkung im adiabatischen Grenzfall (wir
betrachten die Eigenschaften des stationa¨ren Zustandes) berechnet und in die Gleichungen der
diagonalen Matrixelemente eingesetzt werden. Dies fu¨hrt auf eine inverse Zeit der spontanen
Rekombination
1
τsp
= 4g
2
κ + γ , (3.13)
worin die Dephasierung des U¨berganges durch den Einfang, die Relaxation oder die Rekombi-
nation der Ladungstra¨ger in der Gro¨ße γ zusammengefasst ist. Der Wert von γ ist fu¨r jeden
U¨bergang (1Xs → 0X, 1X±s → 0X±, 2Xsp → 1Xp) entsprechend der Diskussion des Emissi-
onsspektrums der Kavita¨t in Abschnitt 3.3.5 gegeben.
Betrachten wir fu¨r die Argumentation den Exziton-U¨bergang und nehmen an, dass dieser reso-
nant mit der Kavita¨tsmode ist, so folgt die spontane Rekombinationsrate RX durch Multiplika-
tion von 1/τsp mit der Besetzungswahrscheinlickeit fX der betrachteten Exziton-Konﬁguration:
RX =
fX
τsp
. (3.14)
Um eine Rekombinationsrate zu erhalten, die gleich der Verlustrate der Kavita¨t und somit
〈n〉 = 1 ist, mu¨ssen Elektronen und Lo¨cher im Quantenpunkt-Grundzustand mit einer Rate
von (mindestens) 0.1/ps erzeugt werden; dies entspricht dem angenommenen Wert fu¨r κ. Dies
fu¨hrt zu einer Dephasierungsrate von γ = 0.2/ps (unter Vernachla¨ssigung des kleinen Bei-
trags von γnlij ) und mit g = 0.15/ps erha¨lt man 1/τsp = 0.3/ps. Die Photonen-Emission gleicht
die Kavita¨tsverluste nur dann aus, wenn die Besetzungswahrscheinlichkeit der entsprechenden
elektronischen Konﬁguration einen Wert von 1/3 u¨bersteigt. An diesem Punkt spielt die Be-
setzungsdynamik eine Rolle. Ist die Rate der Erzeugung von Ladungstra¨gern langsamer als
die spontane Emission, so rekombinieren die Ladungstra¨ger im Grundzustand des Quanten-
punktes schneller als sie durch den stationa¨ren Pumpprozess erzeugt werden ko¨nnen. Folglich
bleibt die Besetzung des Quantenpunkt-Exzitons klein. Wird die Pumprate schneller als die der
spontanen Rekombination, so erho¨ht dies die Besetzung des Exzitons, jedoch auch im gleichen
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Maße γ. Diese von der Pumpe induzierte Dephasierung wiederum reduziert die Emissionsrate
entsprechend Gl. (3.13). Wenn die Ladungstra¨ger auch die ho¨heren Quantenpunkt-Zusta¨nde
besetzen, so wird die Wahrscheinlichkeit der Exziton-Konﬁguration zugunsten angeregter Kon-
ﬁgurationen reduziert. Zu beachten ist, dass durch hinzufu¨gen weiterer gebundener Ladungs-
tra¨ger zum Quantenpunkt-Exziton ho¨here Multi-Exziton-Zusta¨nde gebildet werden, wodurch
als Konsequenz die Wahrscheinlichkeit fX der Exziton-Konﬁguration abnimmt und damit auch
die Rekombinationsrate RX des Exzitons.
In Hinblick darauf, eine hohe Photonen-Emission zu erhalten, sollte die Kavita¨t auf die ho¨chste
angeregte Quantenpunkt-Konﬁguration gestimmt sein, deren Besetzung unter hoher Anregung
dominant wird. Zudem sollte die Konﬁguration nicht durch den Pumpprozess selbst dephasiert
werden, um Quenching1 zu vermeiden. In den nachfolgenden Rechnungen ko¨nnen diese Bedin-
gungen erfu¨llt werden, indem die Kavita¨t auf den U¨bergang des Biexzitons gestimmt wird. Es
sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass fu¨r ein Zwei-Niveau-Modell ein Quenching der
Photonen-Emission charakteristisch ist, unabha¨ngig vom verwendeten Pumpmechanismus.
In den folgenden Rechnungen betrachten wir einen Quantenpunkt mit zwei Zusta¨nden in jedem
Band, die mit s und p indiziert werden, sowie ein Spinsubsystem, entsprechend der Diskussion
des vorigen Abschnittes. Das System wird angeregt, indem Elektronen aus dem Kontinuum
in die Leitungsband-p-Zusta¨nde injiziert und aus den Valenzband-p-Zusta¨nden wieder her-
ausgestreut werden (Loch-Einfang). Diese beiden Prozesse werden u¨ber Lindblad-Terme in
Gl. (3.4) modelliert, mit den entsprechenden Raten γe,hin . Die Ladungstra¨gerstreuung zwischen
den Quantenpunkt-Zusta¨nden ist durch Gl. (3.3) beschrieben, in der nur die p- nach s-Streuung
in beiden Ba¨ndern betrachtet wird, mit der zugeho¨rigen Rate γe,hr . Dies ist a¨quivalent zu einem
Kontakt mit einem thermischen Bad bei tiefen Temperaturen.
Um tatsa¨chlich einen Einzel-Quantenpunkt-Laser zu modellieren, verwenden wir g = 0.3/ps,
wobei wir erwarten, dass dieser Wert aktuell oder in naher Zukunft erreicht werden kann.
Unabha¨ngige Rechnungen im Sinne von Ref. [200, 249] fu¨r eine Dauerstrich-Anregung der Be-
netzungsschicht legen eine Elektron- und Loch-Relaxationsrate von der Gro¨ßenordnung 1/ps
nahe, abha¨ngig von der Anregungssituation und den Quantenpunkt-Parametern. Fu¨r die ver-
wendeten Werte fu¨r g und κ ﬁnden wir, dass eine p- nach s-Intraband-Relaxationsrate γe,hr um
0.5/ps fu¨r Elektronen und Lo¨cher die Emissionsrate maximiert und wir verwenden diesen Wert
im Folgenden. Radiative Verluste in Moden, die nicht zur stimulierten Emission beitragen, sind
typischerweise in Mikrokavita¨tssystemen stark unterdru¨ckt und wir verwenden γnl = 0.01/ps.
Diese Parameter bezeichnen wir im Folgenden mit Parametersatz A. Unter Verwendung einer
konstanten Einfangrate entwickeln wir die Gln. (3.1)–(3.4) fu¨r die Dichtematrixelemente fu¨r
ein leeres System zu Beginn der Zeitentwicklung bis ein stationa¨rer Wert erreicht ist.
1Quenching der Photonen-Emission, d.h. die Reduktion der mittleren Photonenzahl mit erho¨hter Anregungs-
rate, ist ein wohl bekanntes Pha¨nomen in Zwei-Niveau-Systemen [178, 191, 285] und entsteht durch eine
Dephasierung des koha¨renten Laser-U¨berganges, hervorgerufen durch den Pumpprozess selbst.
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Abbildung 3.4.: Eingangs-/Ausgangs-Kennlinien (links) und Emissionsspektren (rechts)
fu¨r einen Einzel-Quantenpunkt-Laser mit der Kavita¨tsresonanz (C) auf dem 1Xs-Exziton-
(oben), dem 1X±s geladenen Exziton- (Mitte) und dem 2Xsp-Biexziton-U¨bergang (unten).
Die Beitra¨ge zur gesamten mittleren Photonenzahl (durchgezogene Linie) von der Emission des
Exzitons (gestrichelte Linie), der Summe der geladenen Exzitonen (gepunktete Linie) und des
Biexzitons (gestrichpunktete Linie) sind separat gezeigt. Emissionsspektren der Kavita¨t sind
fu¨r Einfangraten von 6×10−4, 3×10−2, 6×10−2 (nur obere Figur), 0.4 und 100/ps von unten
nach oben gezeigt. Die Energieachse ist relativ zur 1Xs-Exziton-Rekombination. Spektrale
Peaks von drei U¨berga¨ngen sind sichtbar, separiert durch die Coulomb-Wechselwirkung, mit
einem Austauschbeitrag von Xsp = 2.6meV, den wir durchgehend in diesem Kapitel verwenden.
Die Berechnungen wurden mit dem Parametersatz A durchgefu¨hrt.
3.3.3. Mittlere Photonenzahl und spektrale Linienbreite
In der linken Spalte von Abb. 3.4 sind Eingangs-/Ausgangs-Kennlinien fu¨r einen Einzel-Quan-
tenpunkt-Laser fu¨r die Fa¨lle gezeigt, dass die Kavita¨t mit dem (i) 1Xs-Exziton-, (ii) 1X±s
geladenen Exziton- und (iii) 2Xsp-Biexziton-U¨bergang in Resonanz ist. Die Beitra¨ge zur mitt-
leren Photonenzahl von den 1Xs-, 1X±s - und 2Xsp-Konﬁgurationen sind entsprechend separat
als gestrichelte, gepunktete und gestrichpunktete Linie gezeigt. Bei niedrigen Anregungsleis-
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Abbildung 3.5.: Autokorrelationsfunktion g(2)(0) fu¨r die drei Fa¨lle in Abb. 3.4, wobei die
Kavita¨t entweder mit dem U¨bergang des Exzitons (rot), des geladenen Exzitons (blau) oder
des Biexzitons (gru¨ne Linie) in Resonanz ist. Fu¨r die drei Punkte auf der gru¨nen Kurve ist die
Photonenstatistik in Abb. 3.6 gezeigt.
tungen weisen diese einen unterschiedlichen Anstieg auf. Der des Biexzitons ist doppelt so groß
wie der des Exzitons und der Anstieg des geladenen Exziton-Zustandes liegt dazwischen.
Fu¨r die betrachtete Situation in Bezug auf das Einschlusspotential sind dies die einzigen hellen
Konﬁgurationen, welche eine Rekombination an der s-Schale erlauben. Bei niedriger Anregung
ist das Exziton die wahrscheinlichste Konﬁguration und die ho¨chste Photonen-Emission kann
erzielt werden, wenn die Kavita¨t in Resonanz mit dem entsprechenden U¨bergang ist. Der Ein-
fang eines zusa¨tzlichen Ladungstra¨gers in die p-Schale wird favorisiert fu¨r Einfangraten gro¨ßer
als 10−3/ps und fu¨hrt zu einer Pra¨ferenz der beiden geladenen Exziton-Konﬁgurationen. Folg-
lich ist in diesem Regime die mittlere Photonenzahl dann ho¨her, wenn die Kavita¨t auf den
U¨bergang des geladenen Exzitons gestimmt wird. Bei hoher Anregung werden Ladungstra¨ger
schneller in die ho¨heren Quantenpunkt-p-Zusta¨nde eingefangen als ein optischer Rekombinati-
onsprozess stattﬁnden kann, sodass die sp-Biexziton-Konﬁguration stets dominant ist. Daher
maximiert ein Stimmen des Biexziton-U¨bergangs in Resonanz mit der Kavita¨t den Photonen-
Output. Lediglich in diesem Fall kann die stimulierte Emission mit 〈n〉 > 1 fu¨r den gewa¨hlten
Parametersatz erreicht werden. Zur gleichen Zeit wird die Realisierung der anderen hellen Kon-
ﬁgurationen stark unterdru¨ckt, was ein Grund fu¨r das beobachtete Quenching der Photonen-
Emission im Fall einer Resonanz der Kavita¨t mit dem U¨bergang des geladenen oder neutralen
Exzitons ist. Ein weiterer Grund ist die durch den Einfangprozess induzierte Dephasierung.
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3.3.4. Photonen-Statistik
Die statistischen Eigenschaften der Emission sind von zentralem Interesse fu¨r die Charakteri-
sierung von Bauteilen. Die Emission eines einzelnen Quantenpunktes bei schwacher Pumprate
zeigt ein charakteristisches Photonen-Antibunching [183] (vgl. auch Abschnitt 5.1). Platziert
man diesen in einen Mikroresonator mit einer langlebigen Mode, so ko¨nnen sich die Emissions-
eigenschaften stark a¨ndern. Photonen, die in der Kavita¨t gespeichert sind, ko¨nnen reabsorbiert
werden oder die Emission versta¨rken. Die Antibunching-Eigenschaft ist dann nicht la¨nger die
des Emitters alleine, sondern des gekoppelten Emitter-Kavita¨tssystems. Bei schwacher Anre-
gung ha¨ngt deren Auspra¨gung sowohl stark von der Kavita¨tslebensdauer als auch von den
Streu- und Dephasierungsraten ab. Ist beispielsweise die Kavita¨tsgu¨te Q zu hoch, so ist das
Photonen-Antibunching unterdru¨ckt [227], da mehrere Photonen in der Kavita¨tsmode akku-
muliert werden.
Betrachten wir nun in Abb. 3.5 die Autokorrelationsfunktion im Regime niedriger Anregung,
so werden abha¨ngig davon, welche Quantenpunkt-Konﬁgurationen in Resonanz mit der Ka-
vita¨tsmode sind, unterschiedliche Werte erreicht. Zu beachten ist, dass ein Wert von 1 in der
Korrelationsfunktion zweiter Ordnung bei niedrigen Pumpraten keine Signatur von koha¨renter
Emission ist. Obgleich die Autokorrelationsfunktion eine große Bedeutung in quantenoptischen
Experimenten hat, sollte man im Hinterkopf behalten, dass diese Gro¨ße sich nur auf das zweite
Moment der Photonenstatistik bezieht und nicht auf die Photonenstatistik pn an sich. Unter
der Annahme, dass pn mit wachsendem n rapide abfa¨llt, ist entsprechend der Diskussion in
Abschnitt 3.2 die Autokorrelationsfunktion g(2)(0) ≈ 2p2/p21. In dem hier diskutierten Fall
schwacher Pumprate sind die Gro¨ßen p21 und p2 jedoch kleine Zahlen, sodass Beitra¨ge von eher
unwahrscheinlichen Ereignissen in g(2)(0) versta¨rkt werden, da die Wahrscheinlichkeit, kein
Photon in der Mode vorzuﬁnden, praktisch gleich 1 ist.
Durch Berechnung der System-Dichtematrix haben wir direkten Zugriﬀ auf die Photonensta-
tistik und ko¨nnen Signaturen koha¨renter Lichtemission, gekennzeichnet durch eine Poissonsche
Wahrscheinlichkeitsverteilung, oder thermisches Licht mit einer exponentiellen Abha¨ngigkeit
in Bezug auf die Photonenzahl n u¨berpru¨fen. Als Beispiel betrachten wir den Fall, wo der
Biexziton-U¨bergang resonant mit der Kavita¨tsmode ist. Fu¨r schwaches Pumpen (links in
Abb. 3.6) unterscheidet sich die Photonenstatistik pn von einem Einzel-Photon Fock-Zustand,
obwohl die Wahrscheinlichkeit pn fu¨r n>1 unterhalb der einer idealen thermischen oder koha¨-
renten Lichtquelle mit gleicher mittlerer Photonenzahl liegt.
Fu¨r Einfangraten zwischen 0.1 und 10/ps zeigt g(2) Photonen-Bunching, wenn die Kavita¨t
in Resonanz entweder mit dem U¨bergang des Exzitons oder des geladenen Exzitons ist und
verschwindet auf dem Biexziton-U¨bergang. Betrachtet man Abb. 3.4, so la¨sst sich schlussfol-
gern, dass es dann zu einem Bunching-Pha¨nomen kommt, wenn mehr als eine Konﬁguration
vergleichbar zur Gesamt-Photonenproduktion beitra¨gt. In anderen Worten: Das Photonen-
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Abbildung 3.6.: Photonenstatistik fu¨r niedrige, mittlere und hohe Einfangraten 5×10−3, 0.14
und 100/ps und die Kavita¨t in Resonanz mit dem Biexziton-U¨bergang (entspricht der Figur
unten links der Abb. 3.4. Zum Vergleich ist die Photonenstatistik fu¨r ein perfekt thermisches
und koha¨rentes System mit der gleichen mittleren Photonenzahl gezeigt, die entsprechend mit
+ und × gekennzeichnet sind. Zu beachten ist die logarithmische Skala in der linken Figur.
Die Photonenstatistik bei der ho¨chsten Pumprate zeigt keine A¨hnlichkeit mit einer thermischen
Verteilung und wurde daher fortgelassen.
Bunching reﬂektiert konkurrierende Emissionskana¨le, welche in der Dichtematrix mit vergleich-
barer Wahrscheinlichkeit realisiert sind.
Bei starker Anregung weisen sowohl die Photonen-Korrelationsfunktion zweiter Ordnung in
Abb. 3.5 als auch die Photonenstatistik in Abb. 3.6 auf eine koha¨rente Emission hin, falls die
Kavita¨tsresonanz auf den Biexziton-U¨bergang gestimmt ist. Nur in diesem Fall u¨bersteigt die
mittlere Photonenzahl den Wert von eins und ermo¨glicht stimulierte Emission. Ist die Ka-
vita¨t in Resonanz mit dem neutralen oder geladenen Exziton, so verhindern zum einen Quen-
ching der resonanten Beitra¨ge, zum anderen ineﬃziente Kopplung des verstimmten Biexziton-
U¨berganges die stimulierte Emission, was auf nahezu thermische Photonen-Emission bei star-
kem Pumpen fu¨hrt, siehe Abb. 3.5.
3.3.5. Spektren und Linienbreite
Die Beitra¨ge der unterschiedlichen Konﬁgurationen zeigen sich zudem im Emissionsspektrum
der Kavita¨t S(ω), welches durch die Fourier-Transformierte F der Photonen-Korrelationsfunk-
tion erster Ordnung g(1)(t, τ) in Bezug auf die Verzo¨gerungszeit τ gegeben ist [70]:
S(ω) = F
[
g(1)(tss, τ)
]
. (3.15)
Die Korrelationsfunktion kann durch Anwendung des Quanten-Regressionstheorems erhalten
werden. Dies erfordert eine separate Zeitentwicklung des Dichteoperators in τ mit modiﬁzierten
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Anfangsbedingungen, welche aus der stationa¨ren Lo¨sung der Dichtematrix ρ(tss) der Zeitent-
wicklung in t gewonnen werden [83]. Fu¨r weitere Details verweisen wir an dieser Stelle auf
Ref. [88].
Auf der rechten Seite von Abb. 3.4 sind mehrere Spektren fu¨r verschiedene Einfangraten und
unterschiedliche Resonanzsituationen der Kavita¨t gezeigt. Bei niedriger Anregung (schwarze
Linie) sind Peaks an drei energetischen Position sichtbar: Die s-Exziton-Resonanz, der Beitrag
durch das geladene Exziton, welcher energetisch durch die Coulomb-Austausch-Wechselwirkung
Xsp mit dem zusa¨tzlichen Ladungstra¨ger in der p-Schale verschoben ist, und das sp-Biexziton,
separiert vom s-Exziton entsprechend durch den doppelten Austausch-Beitrag.
Die Erho¨hung der photonischen Zustandsdichte an der Kavita¨tsmode fu¨hrt zu einer signiﬁkan-
ten Versta¨rkung der resonanten Emission. Die Verbreiterung der spektralen Linie reﬂektiert
mo¨gliche Streuprozesse durch Ladungstra¨ger-Anregung, Relaxation und Rekombination und
unterscheidet sich bei verschiedenen angeregten Konﬁgurationen. Hierfu¨r kann eine einfache
Regel aus den Beitra¨gen der Lindblad-Terme zu den Bewegungsgleichungen der relevanten Po-
larisationen abgeleitet werden: Ein gegebener optischer U¨bergang wird durch solche Prozesse
dephasiert, welche entweder die Anfangs- oder die Endkonﬁguration a¨ndern. Zum Beispiel wird
der 1Xs-Exziton-U¨bergang durch den Ladungstra¨ger-Einfangprozess dephasiert, der auf die
Anfangs- und Endkonﬁguration wirkt, jedoch nicht durch die Relaxation, solange man die bei
niedrigen Temperaturen unwahrscheinlichen s-nach-p-Interband-Streuprozesse vernachla¨ssigt.
Fu¨r den Biexziton-U¨bergang ist es genau entgegengesetzt; nur die p-nach-s-Relaxation, je-
doch nicht die Einfangprozesse tragen zur Dephasierung bei. Im Falle des geladenen Exziton-
U¨bergangs sind beide relevant. Ferner ist der Beitrag des neutralen und geladenen Exzitons
zur Photonen-Emission Gegenstand von Quenching, im Sinne der anregungsabha¨ngigen De-
phasierung, was fu¨r den Biexziton-Beitrag nicht zutriﬀt.
Zuna¨chst soll die zugrunde liegende Physik der spektralen Peaks des 1Xs → 0X U¨bergangs
diskutiert werden. Fu¨r niedrige Einfangraten ist die endliche Lebensdauer der Kavita¨t die
Hauptquelle der Dephasierung (γe,hin  κ = 0.1/ps). Ist die inverse Kavita¨tslebensdauer klei-
ner als die Licht-Materie-Kopplungssta¨rke und der s-Exziton-U¨bergang spektral dicht an der
Kavita¨tsmode, so fu¨hrt dies zu einer Hybridisierung, gekennzeichnet durch die Doppel-Peak
Struktur der Vakuum-Rabi-Aufspaltung, was eine Signatur der starken Kopplung ist, zu sehen
in der oberen Figur von Abb. 3.4.
Mit zunehmendem Einfang von Ladungstra¨gern in die Quantenpunkt-p-Zusta¨nde fa¨ngt auch
der Einfangprozess selbst an, zur Dephasierung beizutragen, welche in einer Verbreiterung und
letztlich einem U¨bergang in das Regime schwacher Kopplung endet. Die Spektren der anderen
beiden U¨berga¨nge unterscheiden sich unter schwacher Anregung signiﬁkant. Da die schnelle La-
dungstra¨ger-Relaxation eine starke Linienverbreiterung verursacht, welche die Licht-Materie-
Kopplungssta¨rke unabha¨ngig von der Ladungstra¨ger-Einfangrate u¨bersteigt (γe,hr > g), ko¨nnen
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keine Signaturen von starker Kopplung in den unteren Figuren von Abb. 3.4 gefunden werden.
Ein weiteres interessantes Feature kann in den Spektren mit dem s-Exziton in Resonanz beob-
achtet werden: Schon bei schwacher Pumprate taucht ein innerer Peak innerhalb des s-Exziton
Rabi-Doublets auf; dieser wird verursacht durch die verstimmte Resonanz des geladenen Ex-
zitons und des Biexzitons. Diese sind jedoch zu stark verstimmt, um mit der Kavita¨tsmode
zu hybridisieren. Als Konsequenz weisen geladenes Exziton und Biexziton jeweils zwei spek-
trale Beitra¨ge auf: einen an der Energie des s-Schalen-U¨bergangs, welcher durch die Coulomb-
Wechselwirkung renormiert wird, und einen an der Energie der Kavita¨tsmode. Im Spektrum
kann beobachtet werden, dass der Kavita¨tspeak durch die verstimmten Konﬁgurationen auf-
taucht und an Oszillatorsta¨rke gewinnt, sobald der geladene Exziton- und Biexziton-Zustand
an Wahrscheinlichkeit zunimmt (siehe obere rechte Figur von Abb. 3.4).
3.4. Stimulierte Emission im Regime der starken Kopplung
Die Realisierung des Regimes starker Kopplung mit individuellen Quantenpunkten in Mi-
krokavita¨ten [222, 303] ist ein weiterer aktueller Fokus. Die starke Kopplung der niedrigs-
ten Interband-Anregung des einzelnen Quantenpunktes mit der leeren Kavita¨tsmode manifes-
tiert sich in zwei Linien im Emissionsspektrum. Deren Energie entspricht den wechselwirken-
den Zusta¨nden der Vakuumfeld-Rabi-Oszillation und weist ein charakteristisches Anticrossing
in Abha¨ngigkeit der Verstimmung zwischen Kavita¨tsmode und dem Interband-U¨bergang des
Emitters auf.
Komplexer ist das Verhalten im Grenzfall starker Pumpanregung. Typischerweise tritt der
U¨bergang zwischen starker und schwacher Kopplung mit zunehmender Anregungsrate auf,
bevor die stimulierte Emission einsetzt. In diesem Fall geht die Doppelpeak-Struktur der hy-
bridisierten Zusta¨nde durch anregungsinduzierte Dephasierung sowie einen Verlust an Oszil-
latorsta¨rke fu¨r den Quantenpunkt-U¨bergang in eine einzelne Emissionslinie u¨ber. In diesem
Regime ist das Verhalten des einzelnen Emitters analog zur Polariton-Normalmoden-Kopplung
ra¨umlich ausgedehnter exzitonischer Zusta¨nde [138]. In aktuellen Experimenten [202] war das
Ziel, starke Kopplung eines einzelnen Emitters an die Kavita¨tsmode bis zum Einsetzen der
stimulierten Emission zu erreichen. Prinzipiell gibt es keinen Grund, weshalb sich die stimu-
lierte Emission im Regime schwacher Kopplung fundamental von der im Regime der starken
Kopplung unterscheiden sollte. Die Realisierung der zweiten Situation stellt jedoch eine große
technologische Herausforderung dar.
Im Rahmen des vorgestellten Halbleitermodells und fu¨r Situationen und Parameter aktueller
Experimente untersuchen wir die Mo¨glichkeiten und Signaturen stimulierter Emission im Re-
gime starker Kopplung. Fu¨r den in den vorigen beiden Abschnitten verwendeten Parametersatz
A verschwindet die Vakuum-Rabi-Aufspaltung mit zunehmender Anregung bei einer mittleren
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Abbildung 3.7.: Links: Eingangs-/Ausgangs-Kennlinien fu¨r den Parametersatz B (siehe
Text) und eine Kavita¨t in Resonanz mit dem Exziton-U¨bergang. Mitte: Emissionsspektrum
der Kavita¨t fu¨r Einfangraten von 10−3, 0.14 und 100/ps. Rechts: Photonenstatistik im Regime
stimulierter Emission fu¨r eine Einfangrate von 0.14/ps. Fu¨r weitere Erkla¨rungen verweisen wir
auf die vorigen Abbildungen.
Photonenzahl von etwa 0.1 und bevor die Photonenstatistik in eine Poissionverteilung u¨bergeht.
Wie wir im Zusammenhang mit den Emissionsspektren der Kavita¨t in Abschnitt 3.3 diskutiert
haben, wird jeder U¨bergang zwischen den Konﬁgurationen dephasiert, je nachdem, wie die
verschiedenen Prozesse auf die zugeho¨rigen Anfangs- und Endzusta¨nde wirken. Das Verha¨ltnis
zwischen Sta¨rke der Dephasierung und der Licht-Materie-Kopplung bestimmt daher, ob starke
Kopplung fu¨r diesen U¨bergang beobachtet werden kann. Im Folgenden diskutieren wir zwei
Szenarien, wo die starke Kopplung auch in Anwesenheit stimulierte Emission bestehen bleibt.
Die Frage nach dem Einﬂuss von Hintergrundemittern wird im na¨chsten Kapitel diskutiert
werden.
Starke Kopplung und Lasing auf dem Exziton-U¨bergang. Die Ladungstra¨ger-Einfangrate
bestimmt die Verbreiterung des 1Xs-Exziton-U¨bergangs (was unter Umsta¨nden eine starke
Kopplung verhindert) und stellt die notwendigen Ladungstra¨ger fu¨r den Laser-U¨bergang be-
reit. Daher wird ein optimales Verha¨ltnis dieser beiden entgegenwirkenden Eﬀekte beno¨tigt.
Mit einer Intraband-Relaxationsrate von 2/ps und einer (im Vergleich zum Parametersatz A
sechsmal gro¨ßeren) Licht-Materie-Kopplungssta¨rke von g = 1.8/ps kann starke Kopplung in
Anwesenheit von stimulierter Emission erreicht werden. Wir bezeichnen diese Situation als
Parametersatz B.
Stimulierte Emission im Regime der starken Kopplung 55
10−4 10−2 100 102
10−4
10−3
10−2
10−1
100
101
Capture rate in 1/ps
M
ea
n
p
h
o
to
n
n
u
m
b
er
−6 −4 −2 0 2
C on 2Xsp
In
te
n
si
ty
(a
rb
.
u
n
it
s)
h¯ω - E1Xs in meV
0 2 4 6
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
p
n
n
〈n〉
1Xs
1X±s
2Xsp
pn
Poisson
Abbildung 3.8.: Links: Eingangs-/Ausgangs-Kennlinien fu¨r den Parametersatz C und eine
Kavita¨t in Resonanz mit dem Biexziton-U¨bergang. Mitte: Emissionsspektrum der Kavita¨t
fu¨r Einfangraten von 10−3, 0.2 und 100/ps. Rechts: Photonenstatistik im Regime stimulierter
Emission fu¨r eine Einfangrate von 100/ps. Fu¨r weitere Erkla¨rungen verweisen wir auf die
vorigen Abbildungen.
In der Eingangs-/Ausgangs-Kennlinie, welche in Abb. 3.7 gezeigt ist, wird eine mittlere Photo-
nenzahl von eins bei einer Ladungstra¨ger-Einfangrate von etwa 0.14/ps erreicht. Das Spektrum
bei niedriger Anregung zeigt Signaturen der starken Kopplung mit zusa¨tzlichen Peaks bei ±2.9
und ±0.5meV, entsprechend der U¨berga¨nge g(√2± 1) zwischen dem ersten und zweiten Rang
der Jaynes-Cummings-Leiter [136, 155, 285]. Der ausgepra¨gte Peak in der Mitte ist der Ka-
vita¨tsbeitrag vom geladenen Exziton und Biexziton, den wir am Ende von Abschnitt 3.3 disku-
tiert haben. Das Spektrum in der Mitte entspricht der Situation, wo die mittlere Photonenzahl
den Wert eins erreicht.
Die Signaturen der starker Kopplung bleiben auch dann bestehen, wenn die stimulierte Emissi-
on einsetzt, wie sich aus der Poissonschen Photonenstatistik schließen la¨sst, die fu¨r die gleiche
Einfangrate berechnet wurde und in der rechten Abbildung von Figur 3.7 gezeigt ist. Der
zugeho¨rige Wert der Autokorrelationsfunktion ist hierbei g(2)(0) = 0.9. Durch die hohe mitt-
lere Photonenzahl im Regime stimulierter Emission treten ho¨here U¨berga¨nge zwischen den
Jaynes-Cummings-Ra¨ngen auf (z.B. bei 3.7meV, entsprechend dem g
(√
3 +
√
2
)
U¨bergang).
Die inneren Linien bei g
(√
n + 1 − √n) ko¨nnen nicht aufgelo¨st werden und erscheinen als ver-
breiterter Peak. Bei hoher Anregung u¨bernimmt das stark verstimmte Biexziton die Emission,
sodass die starke Kopplung verloren geht (siehe oberes Spektrum).
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Starke Kopplung und Lasing auf dem Biexziton-U¨bergang Wir stimmen die Kavita¨t nun in
Resonanz mit dem sp-Biexziton, welches unter allen Konﬁgurationen die Photonenprodukti-
onsrate bei hoher Anregung maximiert. In Abschnitt 3.3 haben wir die Intraband-Relaxations-
prozesse als dominanten Dephasierungskanal fu¨r diesen U¨bergang identiﬁziert. In einem Quan-
tenpunkt, in dem diese Streurate stark unterdru¨ckt ist, kann erwartet werden, Signaturen der
starken Kopplung zu beobachten. Um dies zu demonstrieren, betrachten wir einen weiteren
Parametersatz C, wo die Relaxationsrate auf γe,hr = 0.02/ps reduziert ist. Wa¨hrend hier-
durch die Dephasierung reduziert wird, ist auch die Eﬃzienz der Ladungstra¨gerstreuung in die
Quantenpunkt-s-Zusta¨nde nach Einfang in die p-Zusta¨nde signiﬁkant erniedrigt. Um dennoch
stimulierte Emission zu erreichen, wird eine verbesserte Kavita¨tsgu¨te Q von 100, 000 (entspricht
κ = 0.02/ps) beno¨tigt, zusammen mit zusa¨tzlichen Photonen durch eine nichtresonante Kopp-
lung von Hintergrundemittern (parametrisiert durch α = 0.001 und S = 3), vgl. Abschnitt 4.1.
Die verwendete Licht-Materie-Kopplungssta¨rke ist g = 0.3/ps, entsprechen dem Parametersatz
A.
Die Eingangs-/Ausgangs-Kennlinie in der linken Figur von Abb. 3.8 zeigt fu¨r eine Einfangra-
te bis zu 1/ps eine a¨hnliche Form wie in dem Fall, welcher in der unteren linken Figur von
Abb. 3.4 gezeigt ist. Danach wirkt die zusa¨tzliche Hintergrundemission der Sa¨ttigung entgegen
und die mittlere Photonenzahl u¨bersteigt den Wert von eins. Durch die verringerte Relaxati-
onsrate zeigt sich die Vakuum-Rabi-Aufspaltung im Spektrum niedriger Anregung und weitere
Peaks erscheinen auf beiden Seiten mit zunehmender Pumprate. Die starke Kopplung besteht
auch bei hoher Anregung, wo die Photonenstatistik ein charakteristisches Poisson-Verhalten
zeigt (rechte Abbildung); dies spiegelt eine Koexistenz von starker Kopplung und stimulierter
Emission auf dem Biexziton-U¨bergang wider.
Kapitel 4
Nichtresonante optische Emission von
Quantenpunkten in eine
Mikrokavita¨tsmode
Im Gegensatz zu isolierten atomaren Emittern weisen Quantenpunkte eine bemerkenswerte Ei-
genheit auf: Selbst wenn die Quantenpunkt-Emissionslinie signiﬁkant von der Kavita¨tsresonanz
verstimmt ist, ko¨nnen Photonen in die Kavita¨tsmode emittiert werden. Der Nachweis, dass die
Emission tatsa¨chlich durch die Quantenpunkt-Anregung vermittelt war, konnte durch Mes-
sung zeitlicher Antikorrelation zwischen den Ereignissen der Photonen-Emission des Quan-
tenpunktes und der Kavita¨tsmode erbracht werden [115, 217]. Eindrucksvoll ist zudem das
Auftreten von Emission an der Kavita¨tsmode fu¨r Verstimmungen des Quantenpunkt-Emitters
von mehreren 10meV [50, 133, 296]. Diese in der Literatur als nichtresonante Kopplung be-
zeichneten Eﬀekte sind mit der Jaynes-Cummings-Kopplung eines zwei-Niveau-Systems an
eine Kavita¨tsmode alleine nicht zu erkla¨ren. Dies verdeutlicht, dass die Wechselwirkung des
Quantenpunktes mit seiner Umgebung ein wesentlicher Bestandteil der Emissionsdynamik ist.
Als Ergebnis intensiver experimenteller und theoretischer Untersuchungen wurden in den letz-
ten Jahren verschiedene Mechanismen diskutiert: Eine Erkla¨rung der nichtresonanten Kopp-
lung im Bereich weniger meV lieferte eine Verbreiterung der Emissionslinie (reine Dephasie-
rung), verursacht durch die Wechselwirkung der Quantenpunkt-Ladungstra¨ger mit den Git-
terschwingungen und durch Streuprozesse mit Ladungstra¨gern der Benetzungsschicht [9, 57,
170, 195, 272, 301]. Zudem wurde demonstriert, dass Phonon-assistierte Rekombinations-
prozesse eine wichtige Rolle bei der nichtresonanten Kopplung spielen [117, 171]. Hierbei
wird die u¨berschu¨ssige (fehlende) Energie der Verstimmung durch Emission (Absorption)
von akustischen Phononen kompensiert [116]. Dies ist insbesondere bei tiefen Temperatu-
ren mit einer ausgepra¨gten Asymmetrie der Kopplungssta¨rke als Funktion der Verstimmung
57
58
Nichtresonante optische Emission von Quantenpunkten in eine
Mikrokavita¨tsmode
verbunden [117, 207, 212, 275]. Es zeigte sich jedoch, dass diese Prozesse fu¨r Verstimmun-
gen jenseits 2 − 3meV ineﬃzient werden, da die Quantenpunkt-Exzitonen das atomare Git-
ter nur lokal deformieren, sodass es zu einer signiﬁkanten Exziton-Phonon-Kopplung nur in-
nerhalb der exzitonischen Lokalisierungsla¨nge kommen kann, was in typischen InGaAs Sys-
temen gerade wenigen meV entspricht [147, 306]. Besitzt der Quantenpunkt hingegen eine
Vielzahl von gebundenen Einteilchenzusta¨nden, so nimmt die Anzahl der mo¨glichen Konﬁ-
gurationen fu¨r die Ladungstra¨ger rapide zu, und deren Coulomb-Wechselwirkung ermo¨glicht
ein breites Quasi-Kontinuum von Multi-Exziton-U¨berga¨ngen. Vorausgesetzt, die zugeho¨rigen
Multi-Exziton-Zusta¨nde sind angeregt, so erlaubt deren U¨berlapp mit der Kavita¨tsmode ei-
ne durch den Purcell-Eﬀekt versta¨rkte Photonenproduktion auch fu¨r Verstimmung von der
Gro¨ßenordnung ∼ 10meV [61, 153, 296]. In diesem Rahmen ließ sich sowohl das experimentell
beobachtete bunching-Verhalten (i) der Kreuzkorrelation bei positiver Verzo¨gerung zwischen
der Photonen-Emission auf der Exziton- und Kavita¨tsresonanz [115] als auch (ii) der Auto-
korrelationsfunktion der Kavita¨tsmode bei ho¨herer Anregung durch eine kaskadierte Emission
der Multi-Exziton-Zusta¨nde erkla¨ren [296].
Das Vorhandensein zusa¨tzlicher, verstimmter Quantenpunkt-Emitter ist selbst mit aktuellen
Fertigungsmethoden nahezu unvermeidbar. Folglich ist neben der Frage nach der Interpretation
aktueller Einzel-Quantenpunkt-Experimente (vgl. Kapitel 3) auch das Versta¨ndnis der physi-
kalischen Prozesse hinter den Eﬀekten der nichtresonanten Kopplung von zentraler Bedeutung,
u.a. fu¨r die Beschreibung und Charakterisierung von Quantenpunkt-Mikrokavita¨tslasern [269],
aber auch fu¨r die Eﬃzienz von Quellen einzelner Photonen [295]. In diesem Kapitel unter-
suchen wir die Rolle nichtresonanter Kopplung residualer Emitter in einem Quantenpunkt-
Mikrokavita¨tssystem. Der Fokus liegt hierbei auf der Quantiﬁzierung der Photonenerzeugung
in der Kavita¨tsmode und der resultierenden Photonenstatistik. Neben den in der Literatur
vielfa¨ltig diskutierten spektralen Eigenschaften der Photolumineszenz sind die Fragestellungen,
ob die nichtresonante Kopplung (i) zu einer koha¨renten oder inkoha¨renten Emission beitra¨gt
und (ii) imstande ist, eine hinreichende Photonenproduktionsrate zu erzeugen, um mit ande-
ren (Streu- und Verlust-)Prozessen zu konkurrieren, von zentraler Bedeutung fu¨r Anwendungen
quantenoptischer Experimente mit Quantenpunkten in Mikrokavita¨ten hoher Gu¨te.
Im Folgenden wird das in Kapitel 3 betrachtete Modell eines Einzel-Quantenpunkt-Lasers um
Beitra¨ge residualer Emitter zur Emission erweitert. Zuna¨chst wird in Abschnitt 4.1 eine in
der Literatur vielfa¨ltig verwendete Methode zur pha¨nomenologischen Beschreibung residua-
ler Emitter diskutiert. Hierbei werden durch Ankopplung eines bosonischen Bades Photonen
mittels eines Lindblad-Terms direkt in der Kavita¨tsmode erzeugt [202, 285]. Dieser Ansatz
vernachla¨ssigt jedoch, (i) dass die durch residuale Emitter erzeugten Photonen durch eine
Mediumsanregung eines optischen Gewinn-Materials vermittelt sind und (ii) den zugrunde
liegenden nichtresonanten Kopplungsmechanismus. In Bezug auf den ersten Punkt kann eine
Verallgemeinerung dieses pha¨nomenologischen Ansatzes im Rahmen des Random-Injection-
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Modells [247, 264, 288] gefunden und Sa¨ttigungseﬀekten Rechnung getragen werden.
Gegenstand des Abschnittes 4.2 ist eine mikroskopische Beschreibung der an die Kavita¨tsmode
gekoppelten Emitter, wobei der gesamte Hilbertraum betrachtet wird. Auf diesem Wege werden
die Hintergrundemitter als Gewinn-Medium beru¨cksichtigt und auf gleicher Ebene wie der re-
sonante Emitter behandelt. Der Ladungstra¨gerdynamik und den Sa¨ttigungseﬀekten wird Rech-
nung getragen, was eine realistischere Beschreibung im Vergleich zu den pha¨nomenologischen
Modellen erlaubt. Die Beru¨cksichtigung von Streuprozessen mit akustischen Phononen fu¨hrt
hierbei auf eine von-Neumann-Gleichung mit eﬀektiven Lindblad-Beitra¨gen [177, 228], welche
neben einem Multi-Exziton-Spektrum auch Phonon-assistierte Rekombinationsprozesse mit
temperaturabha¨ngigen Raten beinhaltet.
Neben der Coulomb-Wechselwirkung innerhalb des Quantenpunktes wurde die Rolle der Wech-
selwirkung mit der Benetzungsschicht in der Erzeugung eines multi-exzitonischen, spektralen
Hintergrundes erkannt [296] und eine Hybridisierung der gebundenen Quantenpunkt-Zusta¨nde
mit dem Kontinuum der delokalisierten Zusta¨nde demonstriert [50, 133, 135]. Besta¨rkt wurde
dies durch gezielte Reduktion der Kopplung an die delokalisierten Zusta¨nde durch Anlegen
eines elektrischen Feldes [50], Verwendung einer geeigneten Quantenpunktgeometrie [42] oder
gezielte resonante Anregung [7]. Im Abschnitt 4.3 wird die Eﬃzienz eines kinetischen Re-
kombinationskanals studiert, wobei Auger-artige Prozesse der Ladungstra¨ger der delokalisier-
ten Zusta¨nde, welche als thermisches Reservoir agieren, die fehlende Energie der verstimmten
Quantenpunktanregung in Bezug auf die Kavita¨tsmode bereitstellen. Dies ist ein alternativer
Mechanismus im Vergleich zur Coulomb-Konﬁgurationswechselwirkung zwischen den Ladungs-
tra¨gern [296], da die Rolle der Coulomb-Wechselwirkung nicht im multi-exzitonischen Spek-
trum, sondern in der Dynamik der Exziton-Rekombination betrachtet wird. Wohl bekannt
ist, dass die Wechselwirkung mit den delokalisierten Zusta¨nden zu sehr eﬃzienten Intraband-
Ladungstra¨ger-Relaxationsprozessen fu¨hrt [31, 72, 200, 282]. Im Gegensatz zur Intraband-
Kinetik der Quantenpunkt Elektron- und Loch-Relaxation beno¨tigt der Interband-Kopplungs-
mechanismus allerdings eine starke Elektron-Loch-Korrelation, die in Abschnitt 4.3 systema-
tisch beru¨cksichtigt wird.
Dieses Kapitel basiert auf den Ergebnissen aus [78, 79, 87] und entha¨lt weitere Details sowie
zusa¨tzliche Diskussionen.
4.1. Pha¨nomenologische Beschreibung des nichtresonanten Hinter-
grundes in Quantenpunkt-Mikrokavita¨tslasern
Eine in der Literatur ga¨ngige pha¨nomenologische Methode, Emissionsbeitra¨ge zusa¨tzlicher ver-
stimmter Emitter zu beru¨cksichtigen, ist die Nutzung eines Cavity-Feeding Lindblad-Terms [152,
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154, 156, 202, 285]. Durch Ankopplung eines bosonischen Bades wird die Emission nichtreso-
nanter Emitter als inverser Prozess zu den Kavita¨tsverlusten beschrieben:
∂
∂t
ρ
∣∣∣∣
cf
= Γ2
(
2b†ρb − bb†ρ − ρbb†
)
(4.1)
und Photonen mit einer Rate, parametrisiert durch die Gro¨ße Γ, direkt in der Kavita¨tsmode
erzeugt. Da die Anregung zumeist nichtresonant erfolgt, wird Γ typischerweise proportional
zur Pumprate P des einzelnen Emitters gewa¨hlt [202]. Diese Vorgehensweise hat allerdings die
folgenden Nachteile:
1. Die Ladungstra¨gerdynamik der zusa¨tzlichen Emitter wird vernachla¨ssigt und man beru¨ck-
sichtigt lediglich die Anzahl an Photonen, welche vermittelt durch eine Reservoirankop-
plung in die Kavita¨t emittiert werden, was sich durch fehlende Sa¨ttigungseﬀekte a¨ußert.
2. Solange Γ kleiner als die Rate der Kavita¨tsverluste κ ist, beschreiben die zugeho¨rigen
Lindblad-Terme den Kontakt des photonischen Subsystems mit einem Reservoir, wobei
dessen Temperatur T durch das Verha¨ltnis Γ/κ = e−ω/(kBT ) gegeben ist (s. Diskussion
zu Gl. (4.29)).
Wie im Folgenden gezeigt wird, kann diese Herangehensweise zur Beschreibung der nichtreso-
nanten Emission lediglich thermische, inkoha¨rente Photonen erzeugen. Ferner ist die Situation
mit Γ > κ pathologisch, da sie auf eine exponentiell anwachsende Photonenstatistik mit ”ne-
gativer Temperatur“ fu¨hrt.
Um diese Probleme zu lo¨sen, darf die Photonen-Emission des Hintergrundes nicht als durch
ein thermisches Reservoir vermittelt angesehen werden. Vielmehr wird sie durch ein aktives
Medium erzeugt, welches in der Lage ist, koha¨rente Emission und Sa¨ttigungseﬀekte durch Pauli-
blocking und Photonenreabsorption zu zeigen. Eine Mo¨glichkeit, dieses Feature auf pha¨nomeno-
logischer Ebene zu beru¨cksichtigen, bietet die Verwendung des Random-Injection-Modells von
Scully und Lamb [248, 264, 288]. Dieses diente urspru¨nglich der Beschreibung von Mikro-
Masern, wobei hoch angeregte Rydbergatome eine Kavita¨t hoher Gu¨te kreuzen, sodass diese
fu¨r einen begrenzten Zeitraum τ mit dem Mikrowellenfeld wechselwirken. Unter der Annahme,
dass die Wechselwirkungszeit τ als Lebensdauer einer an die Lasermode gekoppelten Emitter-
anregung interpretiert wird, kann dieses Modell auch zur Beschreibung eines Lasers verwendet
werden [205, 248, 264]. Die Emitter werden hierbei als invertierte Zwei-Niveau-Systeme an-
genommen, welche zufa¨llig und mit vorgegebener Rate Γ in das System eingebracht/injiziert
werden und u¨ber die Jaynes-Cummings-Wechselwirkung an die Kavita¨tsmode koppeln. Der
Wechselwirkungszeitraum wird hierbei ebenfalls als Zufallsvariable betrachtet. Zum Ende der
Wechselwirkung wird der Kontakt mit dem System unterbrochen und die Freiheitsgrade des
Emitters durch Bildung der Spur eliminiert. Unter diesen Voraussetzungen la¨sst sich, wie in
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Abbildung 4.1.: Einzel-Quantenpunkt-Emission mit zusa¨tzlichen Hintergrundbeitra¨gen. Ver-
wendet wurde der Parametersatz A aus Kapitel 3, zusammen mit den Parametern der Hinter-
grundbeitra¨ge α = 0.007 und S = 3.0. Die Kavita¨t ist in Resonanz mit dem Exziton-U¨bergang.
Die grauen Kurven entsprechen jeweils einer Rechnung unter Verwendung von Gl. (4.1) an-
statt Gl. (4.2) zur Beschreibung der Hintergrundemission. Links: Die Eingangs-/Ausgangs-
Kennlinie zeigt, wie die Hintergrundbeitra¨ge die Photonenproduktion u¨bernehmen, nachdem
der Exziton-U¨bergang in den Bereich des Quenchings u¨bergeht. Rechts: Bei Verwendung des
inversen Verlusttermes deutet die Autokorrelationsfunktion fu¨r hohe Einfangraten auf eine
thermische und unter Beru¨cksichtigung von Sa¨ttigungseﬀekten auf eine koha¨rente Photonen-
statistik hin.
Anhang A gezeigt wird, ein Beitrag zur Zeitentwicklung der Photonen-Dichtematrix ableiten:
∂
∂t
ρn,mf
∣∣∣∣
cf
= −Γ
[
Δn+1,m+1
1 + SΔn+1,m+1
+ Σn+1,m+11 + SΣn+1,m+1
]
ρn,mf
+Γ
[ √
nm
(1 + SΔn,m) (1 + SΣn,m)
]
ρn−1,m−1f ,
(4.2)
wobei die Notation Δn,m = (
√
n−√m
2 )2 und Σn,m = (
√
n+
√
m
2 )2 verwendet und S als Sa¨ttigungs-
koeﬃzient bezeichnet wird. Zu beachten ist, dass diese Gleichung im Grenzfall verschwindender
Sa¨ttigung (S = 0) die Gl. (4.1) entha¨lt.
Numerische Ergebnisse Experimentell wurde stimulierte Emission auf der Exziton-Resonanz
in Anwesenheit von Hintergrundemittern beobachtet [201, 202, 224], sodass diese Situation Ge-
genstand der folgenden Diskussion sein soll. Wir verwenden hierzu das in Kapitel 3 vorgestellte
Modell eines Einzel-Quantenpunkt-Lasers und beru¨cksichtigen den Einﬂuss residualer Emitter
auf die Photonenerzeugung in der Kavita¨tsmode, indem wir den zugeho¨rigen Gewinnterm (4.2)
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zur von-Neumann Entwicklung hinzufu¨gen. Fu¨r den Parameter Γ nutzen wir einen Wert pro-
portional zu den Einstreuraten, d.h. Γ = αγinp und halten zudem den Sa¨ttigungskoeﬃzienten
S konstant. Tatsa¨chlich ist die Wahl einer unbeschra¨nkten Gewinnrate nur fu¨r eine sehr große
Anzahl an Hintergrundemittern gu¨ltig. In einem System mit wenigen residualen Quanten-
punkten weist auch diese Rate eine Sa¨ttigung auf, wie der Vergleich mit den Ergebnissen eines
mikroskopischen Modells in Abschnitt 4.2.3 zeigt.
In Abb. 4.1 ist die mittlere Photonenzahl fu¨r den Parametersatz A aus Kapitel 3 gezeigt, wo-
bei zusa¨tzlich Hintergrundbeitra¨ge beru¨cksichtigt sind. Anstelle einer Sa¨ttigung der Photonen-
produktion wie in Abb. 3.4 nimmt diese mit steigender Einstreuung der Ladungstra¨ger weiter
zu, sodass das Laserregime erreicht werden kann. Der zugeho¨rige Wert der Autokorrelations-
funktion g(2) = 1 weist hierbei auf koha¨rente Emission hin. Bei der ho¨chsten Einfangrate ist zu
sehen, dass die Photonenproduktion hauptsa¨chlich durch die zusa¨tzlichen Emitter verursacht
wird. Folglich kann der Wert der koha¨renten Emission in der Autokorrelationsfunktion allein
auf die Beitra¨ge des Hintergrundes zuru¨ckgefu¨hrt werden. Zum Vergleich wurde als graue Kur-
ve in Abb. 4.1 das Resultat unter Verwendung des ga¨ngigen inversen Verlusttermes (4.1) bei
gleicher Rate dargestellt. In diesem Fall zeigt die Photonenstatistik, dass zum Photonenfeld
eine rein thermische Komponente hinzugefu¨gt wurde und g(2) stattdessen einen Wert von 2
annimmt. Des Weiteren ist zu beachten, dass bei Verwendung von Gl. (4.1) eine stabile Lo¨sung
nicht u¨ber den gesamten Anregungsbereich gefunden werden kann.
Zur Diskussion der Ergebnisse betrachten wir neben den durch Gl. (4.2) beschriebenen Ge-
winnbeitra¨gen auch Kavita¨tsverluste1 mit der Rate κ und erhalten fu¨r die Diagonalelemente
∂
∂t
ρn,nf = −
Γ(n + 1)
1 + S(n + 1)ρ
n,n
f +
Γn
1 + Snρ
n−1,n−1
f + κ(n + 1)ρ
n+1,n+1
f − κnρn,nf . (4.3)
Im stationa¨ren Zustand kompensieren sich Gewinn- und Verlustbeitra¨ge, sodass fu¨r die zu-
geho¨rige Photonenstatistik
ρn,nf =
Γ/κ
1 + Snρ
n−1,n−1
f (4.4)
folgt. Aus Gl. (4.4) wird deutlich, dass die Photonenstatistik fu¨r verschwindende Sa¨ttigung
(S = 0) thermisch verteilt ist, da
ρn,nf ∝
(Γ
κ
)n
mit Γ/κ = e−ω/(kBT ) . (4.5)
Jedoch wa¨chst ρn,nf fu¨r den Fall Γ > κ monoton an, sodass Sa¨ttigungseﬀekte des Gewinnmate-
rials fu¨r eine Beschra¨nkung der Photonenzahl notwendig sind. Folglich wird in Abb. 4.1 unter
1Im Scully-Lamb Modell werden Verluste durch weitere, ebenfalls zufa¨llig injizierte Emitter erzeugt, die sich
zu Beginn der Zeitentwicklung im Grundzustand beﬁnden. Unter der Annahme, dass sich diese wie ideale
Absorber verhalten, folgt der gleiche Lindblad-Beitrag zur Beschreibung von Kavita¨tsverlusten (3.6) [264].
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Verwendung des inversen Verlusttermes (4.1) die Lo¨sung ab einer Pumprate von ≈ 14.3/ps
instabil. Hingegen fu¨hrt die Beru¨cksichtigung von Sa¨ttigungseﬀekten mit S > 0 zu einer Sta-
bilisierung der Lo¨sung. Des Weiteren kann fu¨r diesen Fall gezeigt werden, dass jenseits der
Laserschwelle die Beitra¨ge zur Photonenstatistik (4.4) koha¨renten Charakter haben [205, 264],
was in Abb. 4.1 bei hoher Anregung zu erkennen ist.
Oﬀensichtlich sind beide Methoden zur Modellierung der Hintergrundemission nicht beliebig
austauschbar, da sie unterschiedliche physikalische Situationen im obigen Sinne beschreiben.
Der Einﬂuss auf die Photonenstatistik ha¨ngt dabei nicht von den verwendeten Parametern ab,
sondern liegt in den Termen selbst. Folglich kann fu¨r den Fall, dass ein signiﬁkanter Anteil
der Photonen durch den Hintergrund erzeugt wird, keine koha¨rente Emission bei Verwendung
eines inversen Verlustterms erwartet werden.
4.2. Einﬂuss Phonon-assistierter nichtresonanter Kopplung auf die
Emission von Quantenpunkt-Mikrokavita¨tslasern
Bisher erfolgte eine rein pha¨nomenologische Beschreibung der Hintergrundemission, welche ins-
besondere in Systemen mit einer großen Anzahl nichtresonanter Emitter Anwendung ﬁndet,
wo eine explizite Lo¨sung mit exzessivem numerischen Aufwand verbunden ist. Die Freiheits-
grade der residualen Emitter wurden zuna¨chst vollsta¨ndig vernachla¨ssigt und anschließend im
Rahmen des Random-Injection-Modells eﬀektiv behandelt. Dieser Zugang sorgt allerdings fu¨r
eine gewisse Freiheit in der Wahl der involvierten Parameter und vernachla¨ssigt neben der
Ladungstra¨gerdynamik in den Quantenpunkten auch den zugrunde liegenden nichtresonan-
ten Kopplungsmechanismus und wechselseitige Eﬀekte der Emitter untereinander. Aus die-
sem Grund werden die residualen Emitter im Folgenden explizit beru¨cksichtigt, wobei der
gesamte Hilbertraum mehrerer an die Kavita¨tsmode gekoppelter Quantenpunkte den Aus-
gangspunkt darstellt. Exemplarisch fu¨r die nichtresonante Emission der verstimmten Emitter
werden Phonon-assistierte Prozesse betrachtet, welche fu¨r kleine bis moderate Verstimmungen
dominieren. Der Fokus liegt hierbei auf dem Einﬂuss dieser Kopplungseﬀekte auf die Produk-
tion und statistischen Eigenschaften der Kavita¨tsphotonen.
Der Hilbertraum des Systems, bestehend aus mehreren Quantenpunkten und den Kavita¨ts-
photonen, wird einerseits aufgespannt durch die Konﬁgurationen, welche durch Besetzung
der Quantenpunkt-Einteilchenzusta¨nde mit Ladungstra¨gern gebildet werden, und andererseits
durch die Photonenzahl in der Kavita¨tsmode. Der elektronische Unterraum wa¨chst jedoch ra-
pide mit zunehmender Anzahl an Emittern und Quantenpunkt-Zusta¨nden. Aus diesem Grund
ist die numerische Behandlung der Erweiterung des in Kapitel 3 vorgestellten Modells eines
Einzel-Quantenpunkt-Lasers auf N Emitter nicht ohne Einschra¨nkungen mo¨glich: Pro Quan-
tenpunkt werden zwei gebundene Einteilchenzusta¨nde (s- und p-Zusta¨nde) angenommen und
64
Nichtresonante optische Emission von Quantenpunkten in eine
Mikrokavita¨tsmode
Abbildung 4.2.: Mo¨gliche Konﬁgurationen eines vier-Niveau Quantenpunktes, dessen Elek-
tronen und Lo¨cher im Leitungs- und Valenzband nur paarweise erzeugt und vernichtet werden
ko¨nnen.
die Ladungstra¨ger entsprechend der Diskussion in Abschnitt 3.3.1 auf eine Spinrichtung be-
schra¨nkt. Zudem werden nur solche Streuprozesse betrachtet, welche die Ladungstra¨gerzahl in
jedem Quantenpunkt erhalten und eine paarweise Anregung von Elektronen und Lo¨chern invol-
vieren. Ausgehend von den Zusta¨nden mit vollem Valenz- und leerem Leitungsband, verbleiben
fu¨r jeden Quantenpunkt sechs mo¨gliche Konﬁgurationen (s. Abb. 4.2), anstelle von 4096 bei
unabha¨ngiger Einstreuung und unter Beru¨cksichtigung von beiden Spin-Freiheitsgraden. Diese
reduzierte Anzahl elektronischer Konﬁgurationen beschreibt jedoch bereits wesentliche Charak-
teristiken durch das Wechselspiel von Multi-Exziton-Konﬁgurationen [227, 263]. Andererseits
ero¨ﬀnen zusa¨tzliche Multi-Exziton-Konﬁgurationen eine Vielzahl von Rekombinationskana¨len,
die sich teilweise als resonant mit der Kavita¨tsmode herausstellen ko¨nnen [296]. Der Fokus soll
hier jedoch auf der nichtresonanten Kopplung liegen.
Mit diesen Einschra¨nkungen erlaubt das Modell aktuell, bis zu vier Quantenpunkte in An-
wesenheit einer Kavita¨tsmode zu berechnen. Auch wenn eine gro¨ßere Anzahl an Emittern
wu¨nschenswert wa¨re, so lassen sich schon auf diesem Niveau Tendenzen ableiten. Eine nu-
merische Auswertung fu¨r mehr als vier Emitter wa¨re zwar unter Verwendung eines Zwei-
Niveau-Systems mo¨glich; dieses zeigt allerdings anregungsinduziertes Quenching [191] (s. Ab-
schnitt 3.3), welches experimentell bisher nicht beobachtet wurde [269, 280, 294].
4.2.1. Quantenpunkte in Wechselwirkung mit einer Kavita¨tsmode
Wir beginnen mit der Beschreibung des Systems, bestehend aus mehreren Quantenpunkten,
welche mit einer Kavita¨tsmode wechselwirken, unter Verwendung des Dichteoperators ρ, dessen
Zeitentwicklung durch die von-Neumann-Lindblad-Gleichung (2.31) gegeben ist. Die koha¨rente
Dynamik wird hierbei durch den System-Hamiltonoperator
HS =
N∑
ν=1
HνQD + H0pt +
N∑
ν=1
Hνe−pt (4.6)
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bestimmt, welcher Beitra¨ge der Quantenpunkt-Ladungstra¨ger, der Kavita¨tsphotonen und
Jaynes-Cummings Elektron-Photon-Wechselwirkung entha¨lt. Der Hamiltonoperator des ν-ten
Quantenpunktes HνQD besteht hierbei neben dem Einteilchen-Anteil aus dem der Coulomb
Wechselwirkung,
HνQD =
∑
i
ενi a
†
ν,iaν,i +
1
2
∑
ijkl
V νijkla
†
ν,ia
†
ν,jaν,kaν,l , (4.7)
worin aν,i, a†ν,i fermionische Ladungstra¨geroperatoren sind. Der Index i la¨uft hierbei u¨ber den
Satz der Quantenpunkt-Einteilchenzusta¨nde {1 . . . 4}, wobei die Zusta¨nde |i〉 in der Ordnung
aufsteigender Energie nummeriert sind (s. Abb. 4.2). Wir beschra¨nken uns auf die dominan-
ten Coulomb-Beitra¨ge V νijji und V νijij , welche einer direkten/Hartree- und Austausch-/Fock-
Wechselwirkung entsprechen (vgl. Abschnitt 2.2). Diese sind diagonal in der Basis der Be-
setzungen, sodass die sechs mo¨glichen Konﬁgurationen in Abb. 4.2 eine Eigenbasis von HνQD
darstellen. Die weiteren Beitra¨ge in Gl. (4.6) beschreiben die Photonenmode und deren Wech-
selwirkung mit den Quantenpunkten
H0,νpt +
N∑
ν=1
Hνe−pt = ωcb†b + g
(
b†a†ν,2aν,3 + b a
†
ν,3aν,2
)
, (4.8)
wobei b, b† Photonoperatoren, ωc die Frequenz der Kavita¨tsmode und g die Kopplungskon-
stante der Licht-Materie-Wechselwirkung sind. Der Jaynes-Cummings-Hamiltonoperator fu¨hrt
hierbei zu einem koha¨renten Energieaustausch zwischen der Kavita¨t und dem Elektron-Loch-
Paar des s-Zustandes. Zudem wurde in Gl. (4.7) und (4.8) angenommen, dass kein U¨berlapp
zwischen den Wellenfunktionen von Zusta¨nden zu unterschiedlichen Quantenpunkten besteht,
da typischerweise die Quantenpunkt-Dichte im Bereich von 108 − 1011/cm2 liegt, sodass der
Abstand benachbarter Quantenpunkte hinreichend groß ist. Als Konsequenz sind HνQD und
Hνe−pt diagonal im Quantenpunkt-Index, welcher der U¨bersicht halber im Folgenden fortgelas-
sen wird.
Dissipative Prozesse und inkoha¨rente Dynamik Die Quantenpunkte sind zudem in einem
Halbleitermaterial eingebettet, wobei der Kontakt mit der Umgebung den Einfang von La-
dungstra¨gern in die Quantenpunkt-Zusta¨nde auf einer ps-Zeitskala ermo¨glicht [150, 260, 262].
Hierbei kommt es zu einem Energieaustausch mit den Gitterschwingungen und den Ladungs-
tra¨gern der Benetzungsschicht bzw. des Volumenmaterials. Streuprozesse zwischen den loka-
lisierten und delokalisierten Zusta¨nden sowie innerhalb des Quantenpunktes werden entspre-
chend durch die Wechselwirkung der Ladungstra¨ger mit LO-Phononen [249] und durch die
Coulomb-Wechselwirkung [31, 200] vermittelt (vgl. Abschnitt 2.4). Durch die große Zahl an
Freiheitsgraden spielen diese delokalisierten Zusta¨nde die Rolle eines Reservoirs und fu¨hren
zu irreversiblen Relaxations- und Dephasierungsprozessen. Ferner ist das System an seine
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Umgebung durch andere Photonenmoden gekoppelt. Dies ermo¨glicht (i) eine Ladungstra¨ger-
Rekombination durch spontane Emission in ein Kontinuum von Moden, welche nicht zur stimu-
lierten Emission beitragen und (ii) Kavita¨tsverluste der Photonen in der Laser-Mode, sodass
diese nur eine endliche Lebensdauer besitzen.
Neben der koha¨renten Dynamik in Gl. (2.31) resultieren folglich inkoha¨rente, dissipative Eﬀekte
aus der System-Reservoir-Wechselwirkung, welche auf eine Summe von Lindblad-Operatoren
Lx(ρ), entsprechend Gl. (2.32), fu¨hrt. Die im System stattﬁndenden Reservoir-assistierten
U¨berga¨nge werden im Folgenden durch den Operator x beschrieben. Die relevanten Informa-
tionen u¨ber das Reservoir und seine Wechselwirkung mit dem System sind in den zugeho¨rigen
U¨bergangsraten γx enthalten.
Ist x ein Operator, der die Energie im System erniedrigt, z.B. durch Verlust eines Photons
(x = b) oder einen Streuprozess (x = a†iaj mit εi < εj), dann erscheint dieser Operator im
Hamiltonoperator der System-Reservoir-Wechselwirkung HSR zusammen mit einem Reservoir-
Operator Γ†, welcher die Energie im Reservoir erho¨ht. Der Term xΓ† fu¨hrt in Born-Markov
Na¨herung [38, 46] auf einen Lindblad-Operator Lx mit der zugeho¨rigen U¨bergangsrate
γx =
∫ ∞
−∞
dt eiωt
〈
Γ(t) Γ†
〉
R
. (4.9)
Diese ist bestimmt durch die fouriertransformierte Reservoir-Korrelationsfuktion 〈·〉R, ausge-
wertet an der Frequenz ω, welche dem Energieverlust im System entspricht. Der Hamilton-
operator HSR entha¨lt ebenfalls den inversen Operator x† Γ, dessen U¨berga¨nge die Energie im
System erho¨hen, und in der Gl. (2.31) als Lindblad-Term Lx† , mit der zugeho¨rigen Rate
γx† =
∫ ∞
−∞
dt e−iωt
〈
Γ†(t) Γ
〉
R
(4.10)
erscheint. Stark nichtresonante Beitra¨ge zu HSR der Form xΓ oder x† Γ† gehen einher mit,
im Vergleich zur Dynamik des Systems, schnell oszillierenden Phasenfaktoren und werden
typischerweise vernachla¨ssigt. Dieses Vorgehen wird in der Quantenoptik auch als Rotating
Wave Na¨herung [247, 288] bezeichnet.
Zusammenfassend erhalten wir fu¨r den dissipativen Anteil der von-Neumann-Lindblad-Glei-
chung (2.31)
∑
x
Lx(ρ) =
∑
(i,j)
L
a†i aj
(ρ) + Lb(ρ) , (4.11)
wobei die Summation u¨ber Paare (i, j) la¨uft und neben dem paarweisen Anregungsprozess
(4, 1) auch Intraband-Relaxationsprozesse fu¨r Elektronen (3, 4) und Lo¨cher (1, 2) sowie den
nicht-radiativen Zerfall des Quantenpunkt-Exzitons (3, 4) entha¨lt. Zu bemerken ist, dass bei
tiefen Temperaturen die Streuung in einen Zustand, welcher auf eine energetisch bevorzug-
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te Konﬁguration fu¨hrt, u¨ber den inversen Prozess dominiert, weshalb nur diese Beitra¨ge in
Gl. (4.11) enthalten sind. Zudem beschreibt der letzte Term in Gl. (4.11) die Verluste von
Photonen in der Kavita¨tsmode.
4.2.2. Phonon-assistierte nichtresonante Kopplung
Die gebundenen Ladungstra¨ger der Quantenpunkte wechselwirken eﬀektiv mit den Schwin-
gungsfreiheitsgraden des Halbleiterkristalls. Als Konsequenz kommt es z.B. durch die Wech-
selwirkung mit den LO-Phononen zu eﬃzienten Streuprozessen, welche in zahlreichen Expe-
rimenten auch bei niedriger Anregungsdichte festgestellt werden konnten [184, 189, 204]. Da-
neben spielen LA-Phononen, welche vergleichsweise ineﬃzient fu¨r Besetzungsa¨nderungen der
Ladungstra¨ger sind, in Verbindung mit der Linienform des Exziton-U¨bergangs eine wichtige
Rolle [147, 295, 306], wobei die Wechselwirkung insbesondere bei tiefen Temperaturen und nied-
rigen Anregungsdichten einen wesentlichen Beitrag zur reinen Dephasierung liefert [147, 192].
Bedingt durch den dreidimensionalen Einschluss beeinﬂussen die Ladungstra¨ger die Moden der
Gitterschwingungen stark lokal, sodass es zu einer Hybridisierung der elektronischen und pho-
nonischen Freiheitsgrade kommt. Dies macht eine nicht-sto¨rungstheoretische Beschreibung der
Elektron-Phonon-Wechselwirkung erforderlich und geht einher mit einem Spektrum, welches
ausgepra¨gte Seitenbanden durch Multi-Phonon-Prozesse entha¨lt [24, 33, 74, 306]. Die gemein-
same Anregung eines Elektrons und der es umgebenden Gitterverspannungen kann hierbei
als Quasi-Teilchen, das Polaron, beschrieben werden. Dieses Bild la¨sst sich fu¨r einen polaren
Kristall folgendermaßen verstehen [58]: Bewegt sich ein Ladungstra¨ger durch einen ionischen
Kristall, so polarisiert er seine Umgebung, was der Emission eines oder mehrerer optischer Pho-
nonen entspricht. Andererseits wird der Ladungstra¨ger selbst durch die Gitterpolarisationen
beeinﬂusst, indem er Phononen absorbiert. Somit bewegt sich der Ladungstra¨ger zusammen
mit der ihn umgebenden Polarisationswolke als gemeinsame Anregung durch den Kristall. Fu¨r
ein einzelnes Elektron erlaubt das Problem, welches auch als Independent-Boson-Modell [169]
bezeichnet wird, eine analytische Lo¨sung. Andererseits ist der dominante Beitrag zur Elektron-
Phonon-Kopplung in den diagonalen Matrix-Elementen mit Bezug auf den elektronischen Zu-
standsindex enthalten. Aus diesem Grund wurde dieses Modell vielfa¨ltig zur Berechnung der
Linienform verwendet. In letzter Zeit wurde zudem auf die Rolle der LA-Phononen in Hinblick
auf die nichtresonante Kopplung hingewiesen [7, 42, 59, 133, 275] und es konnte gezeigt werden,
dass zur Beschreibung des Phonon-assistierten Energietransfers zwischen dem Exziton und der
Kavita¨t das Polaron-Bild eine geeignete Wahl darstellt [116, 177, 228, 299].
Zur Illustration dieser Idee betrachten wir das zuvor beschriebene Quantenpunkt-Mikrokavita¨ts-
system in Kontakt mit dem Kontinuum der LA-Phononen
H = HS + Hpn + HS−pn = HS +
∑
q
ωq D
†
qDq +
∑
i,q
M iq a
†
iai (D
†
−q + Dq) . (4.12)
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Hierin vernichtet (erzeugt) der Operator Dq (D†q) ein Phonon in der Mode q. Die Wechselwir-
kungssta¨rke zwischen dem Zustand |i〉 und der Mode q ist hierbei durch M iq = M i ∗−q gegeben.
Wu¨rden wir das phononische Subsystem nun als ein thermisches Reservoir betrachten und
die System-Reservoir-Wechselwirkung HS−pn entsprechend der Diskussion im vorigen Ab-
schnitt 4.2.1 in Born-Markov Na¨herung behandeln, erhielten wir einen Lindblad-Term L
a†i ai
[8,
215], welcher ausschließlich reine Dephasierung erzeugt. Die Ursache liegt im zugeho¨rigen Sys-
temoperator x = a†iai , durch den keine Besetzungsumverteilung stattﬁndet. Zusammen mit
den anderen dissipativen Prozessen ist folglich der einzige Kanal fu¨r einen koha¨renten Energie-
austausch zwischen dem Quantenpunkt und der Kavita¨t gegeben durch die Jaynes-Cummings-
Wechselwirkung. Die Ursache hierfu¨r liegt in der Annahme eines Reservoirs, sodass die Pho-
nonen durch die Anwesenheit der Quantenpunktanregung nicht gesto¨rt werden.
Polaron Transformation Eine alternative Mo¨glichkeit, einen Phonon-assistierten Prozess zur
Kinetik hinzuzufu¨gen, bietet daher das Polaron-Bild. Aus diesem Grund verwendet man ei-
ne unita¨re Transformation, welche im Independent-Boson-Modell gebra¨uchlich ist [169]. Zur
Illustration betrachten wir zuna¨chst den Fall eines einzelnen Elektrons mit der Energie ε in
Kontakt mit den Phononen, wobei der zugeho¨rige Hamiltonoperator durch
HIBM = ε a†a +
∑
q
ωqD
†
qDq + a†a
∑
q
Mq(D†−q + Dq) (4.13)
gegeben ist. Die Anwendung der unita¨ren Transformation
D˜q = eSDqe−S = Dq − Mq
ωq
a†a, (4.14)
mit S = a†a
∑
q
Mq
ωq
(D†−q − Dq) , (4.15)
verschiebt das Phononenfeld um den Betrag Mq/ωq, sodass in Anwesenheit des Elektrons die
Phononen eine neue Gleichgewichtsposition einnehmen und der transformierte Hamiltonope-
rator
H˜IBM = (ε − Δp)a†a +
∑
q
ωqD
†
qDq (4.16)
eine Diagonalgestalt annimmt. Aus diesem Grund wird die Transformation auch als Polaron-
Transformation und die Energierenormierung Δp =
∑
q |Mq|2/ωq als Polaron-Shift bezeich-
net [116]. Durch eine Verallgemeinerung dieser Transformation
H˜ = eSHe−S mit S =
∑
i,q
αiq a
†
iai (D
†
−q − Dq) , αiq = M iq/ωq (4.17)
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kann der Hamiltonoperator (4.12) auf die Form
H˜ = H˜QD + g (b†a†2a3 B† + b a
†
3a2 B) + H0pt + Hph , (4.18)
gebracht werden. Die zentralen Ergebnisse der Polaron-Transformation sind: (i) das Verschwin-
den des Hamiltonoperators der System-Phonon-Wechselwirkung HS−ph und (ii) eine Modi-
ﬁkation der Jaynes-Cummings-Wechselwirkung, welche nun neben den Ladungstra¨ger- und
Photon-Operatoren auch Phonon-Operatoren entha¨lt. Das erste Ergebnis folgt, wie im Fall
eines einzelnen Elektrons, aus der Verschiebung des Phonon-Operators, wobei D˜q = Dq −∑
i α
i ∗
q a
†
iai ist. Hingegen folgt das zweite durch die Modiﬁkation der Ladungstra¨ger-Operatoren,
entsprechend a˜i = aiB
†
i , wobei die unita¨ren Operatoren Bi = eDi und B
†
i = e−Di durch
Di = ∑q αiq (D†−q − Dq) gegeben und folglich rein phononisch sind. Unter Verwendung der
Tatsache, dass die Operatoren Di kommutieren, folgt B = B†3B2 = eD, wobei
D = D2 − D3 =
∑
q
(α2q − α3q)(D†−q − Dq) =
∑
q
αq (D†−q − Dq) . (4.19)
Hieraus wird ersichtlich, dass die relevante Kopplungskonstante fu¨r das Problem
Mq = αq ωq = M2q − M3q (4.20)
durch die Diﬀerenz der Kopplungskonstanten fu¨r den Elektron- und Loch-s-Zustand gege-
ben ist. Viele Autoren betrachten aus diesem Grund schon von vornherein einen eﬀektiven
Exziton-Phonon-Hamiltonoperator [117, 177, 197, 228, 295]. Zudem entha¨lt der Quantenpunkt-
Hamiltonoperator
H˜QD = HQD −
∑
i,j,q
αiqα
j ∗
q a
†
iaia
†
jaj (4.21)
nun zusa¨tzlich die Beitra¨ge des Polaron-Shifts, welche diagonal in der Besetzungszahl sind
und die Konﬁgurationsenergien, a¨hnlich der Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Quanten-
punkt-Ladungstra¨gern (s. Gl. (4.7)), renormieren. Fu¨r die hier betrachteten InAs/GaAs Quan-
tenpunkte sind die Energieverschiebungen allerdings klein im Vergleich zu den Coulomb-
induzierten Renormierungen und werden daher im Folgenden vernachla¨ssigt.
Zusammen mit den Phononen, welche in Gl. (4.18) als thermisches Reservoir agieren, ist die
System-Reservoir-Wechselwirkung nun Bestandteil des Jaynes-Cummings Terms. Dies ist die
wesentliche Neuerung durch die Verwendung des Polaron-Bildes und tra¨gt der Tatsache Rech-
nung, dass eine A¨nderung in den elektronischen Zusta¨nden von Gitterverzerrungen begleitet
wird. Teilt man den Jaynes-Cummings-Hamiltonoperator folgendermaßen auf
H˜e−pt = g 〈B〉R (b†a†2a3 + b a†3a2) + g (b†a†2a3Γ† + b a†3a2 Γ) , (4.22)
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so beschreibt der Operator Γ = B −〈B〉R die Fluktuationen des Reservoir-Anteils der System-
Reservoir-Wechselwirkung in Bezug auf dessen thermischen Erwartungswert. Mit Gl. (4.9)
und (4.10) fu¨hrt der zweite Term auf zwei neue Lindblad-Operatoren L
b†a†2a3
und L
b a†3a2
,
wohingegen der erste Beitrag die Struktur einer Jaynes-Cummings-Wechselwirkung, allerdings
mit einer renormierten Kopplungskonstante g 〈B〉R, hat. Der thermische Erwartungswert des
Verschiebeoperators kann analytisch ausgewertet werden [169] und man erha¨lt
〈B〉R = 〈B†〉R = e−
∑
q |αq|2(Nq+1/2) , (4.23)
worin Nq = [exp(ωq/(kBT )) − 1]−1 die thermisch gemittelte Phononenzahl der Phonon-Mode
q ist.
Fassen wir die Ergebnisse zusammen, so ist die Zeitentwicklung des transformierten Dichte-
operators durch
∂
∂t
ρ˜ = −i
[
H˜S , ρ˜
]
+
∑
(i,j)
L
a†i aj
(ρ˜) + Lb(ρ˜) + Lb†a†2a3(ρ˜) + Lb a†3a2(ρ˜) (4.24)
gegeben, mit dem System-Hamiltonoperator
H˜S = H˜QD + ωc b†b + g 〈B〉R (b†a†2a3 + b a†3a2) . (4.25)
Hierbei ist zu beachten, dass fu¨r die Berechnung von Besetzungswahrscheinlichkeiten 〈a†iai 〉 und
der mittleren Photonenzahl 〈b†b〉 der transformierte Dichteoperator direkt verwendet werden
kann, da das Produkt a†iai durch die unita¨re Transformation unvera¨ndert bleibt und Photon-
Operatoren nicht beeinﬂusst werden. Zudem erha¨lt die Transformation die Form der Lindblad-
Operatoren aus Abschnitt 4.2.1.
Aus Gl. (4.24) und (4.25) ist ersichtlich, dass die Anwesenheit der Phononen den koha¨renten
Energietransfer zwischen dem Exziton und der Kavita¨t durch die Jaynes-Cummings-Wechsel-
wirkung reduziert, da 〈B〉R < 1. Andererseits ero¨ﬀnet diese auch neue Kana¨le durch die
Lindblad-Terme. So beschreibt L
b†a†2a3
den Phonon-assistierten Transfer von Emitteranregun-
gen zur Kavita¨t, wobei der entgegengesetzte Prozess durch L
b a†3a2
vermittelt wird. Ferner sind
die beteiligten Energien in den Phononen-Prozessen zu klein, als dass sie die Nutzung einer
Rotating-Wave-Na¨herung erlauben wu¨rden. Folglich treten sowohl Phonon-Emission als auch
-Absorption in den Reservoir-Operatoren Γ† und Γ auf, sodass eine Charakterisierung als Auf-
oder Absteigeoperator nicht eindeutig ist. Eine Klassiﬁzierung der zugeho¨rigen Systemopera-
toren b†a†2a3 und b a
†
3a2 ha¨ngt stattdessen von den Systemparametern ab. So ist b†a
†
2a3 ein
Absteigeoperator, falls die Kavita¨t im Vergleich zum U¨bergang des s-Exzitons zu niedrigeren
Energien verstimmt ist. Bei einer Rekombination wird mehr Energie frei, als durch das erzeug-
te Photon beno¨tigt wird, sodass der Energieu¨berschuss Δ durch das Phononbad absorbiert
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werden muss. Unter Verwendung von Gl. (4.9) erha¨lt man als Rate fu¨r diesen Prozess
γ
b†a†2a3
= g2 〈B〉2R
∫ ∞
−∞
dt eiΔt(eΦ(t) − 1) , (4.26)
wobei die Reservoir-Korrelationsfunktion durch
〈Γ(t)Γ(0)〉R = 〈B(t)B(0)〉R − 〈B〉2R = eΦ(t) 〈B〉2R (4.27)
gegeben ist [228], mit
Φ(t) =
∑
q
|αq|2
[
(Nq + 1)e−iωqt + Nqeiωqt
]
. (4.28)
Der Beitrag ∝ Nq + 1 beschreibt hierbei die stimulierte und spontane Phonon-Emission und
der Term ∝ Nq die Phonon-Absorption. Entwickelt man den Φ enthaltenden Exponenten in
Gl. (4.26) nach Potenzen der Wechselwirkungssta¨rke, so sieht man, dass alle Multi-Phonon-
Emissions- und Absorptionsprozesse, die eine Gesamtenergie Δ erzeugen, beitragen, was den
nicht-perturbativen Charakter dieser Methode unterstreicht.
Ferner sind die Raten γ
b†a†2a3
und γ
ba†3a2
nicht unabha¨ngig voneinander, sondern erfu¨llen
γ
b†a†2a3
= eΔ/(kBT )γ
b a†3a2
, (4.29)
was eine Konsequenz der Kubo-Martin-Schwinger (KMS) Bedingung fu¨r Korrelatoren im ther-
modynamischen Gleichgewicht [149, 173] ist, wie in Anhang B gezeigt wird. Folglich mu¨ssen
beide Prozesse betrachtet werden, da die Verstimmung klein ist und beide Raten vergleichbare
Gro¨ße haben.
Zur Auswertung der Summation u¨ber das Kontinuum der Phonon-Moden verwenden wir die
Spektraldichte J(ω), wobei fu¨r jedes f(ω) gilt:
∑
q
|Mq|2 f(ωq) =
∫ ∞
0
dω J(ω)f(ω) mit Mq = αq ωq , (4.30)
sodass sich Gln. (4.23) und (4.28) folgendermaßen schreiben lassen [176, 177, 228]:
〈B〉 = exp
[
−12
∫ ∞
0
dω J(ω)
ω2
coth (ω/(2kBT ))
]
(4.31)
Φ(t) =
∫ ∞
0
dω J(ω)
ω2
[coth(ω/(2kBT )) cos(ωt) − i sin(ωt)] . (4.32)
Der dominante Beitrag zur Wechselwirkung der Quantenpunkt-Zusta¨nde mit den LA-Phononen
erfolgt in den hier betrachten InAs/GaAs Quantenpunkten u¨ber die Deformationspotential-
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Abbildung 4.3.: Eﬀektive Rate der nichtresonanten Emission durch die Kopplung der
Quantenpunkt Ladungstra¨ger an Phononen als Funktion der Verstimmung von der Ka-
vita¨tsresonanz. Die Ergebnisse wurden mittels Gl. (4.26) berechnet, gezeigt ist jeweils das
Resultat fu¨r Temperaturen von 10, 20, 77 und 300K.
Kopplung [116, 147], welche durch die Spektraldichte
J(ω) = αω3exp
(
− ω
2
2ω20
)
(4.33)
beschrieben werden kann [177, 228, 299], wobei die Kopplungskonstante α und die cutoﬀ-
Frequenz ω0 vom Material und von den Quantenpunkt-Parametern abha¨ngen2. Fu¨r die nach-
folgenden Rechnungen wurden die Parameter α = 0.06 ps2, ω0 = 1.5/ps verwendet, welche
typisch fu¨r InAs/GaAs Quantenpunkte sind [228].
In Abb. (4.3) ist die Rate des Phonon-assistierten Prozesses (4.26) als Funktion der Verstim-
mung Δ gezeigt, welche insbesondere bei tiefen Temperaturen ein asymmetrisches Verhalten
aufweist. Ist der Quantenpunkt-U¨bergang in Bezug auf die Kavita¨tsmode zu ho¨heren Ener-
gien verstimmt, so wird bei der Rekombination der Energieu¨berschuss durch die Emission
eines Phonons kompensiert, wobei eine spontane Emission stets erlaubt ist (s. Gl. (4.28)).
Entsprechend ist die Rekombination bei einer Verstimmung zu niedrigeren Energien mit ei-
ner Phonon-Absorption verbunden, welche allerdings eine thermische Besetzung der Phonon-
Moden erfordert. Diese Prozesse tragen bei ho¨heren Temperaturen zunehmend bei, sodass es
zu eﬃzienten Phonon-assistierten Prozessen auch bei negativer Verstimmung kommt und die
Rate als Funktion der Verstimmung symmetrischer wird.
2Hierbei ist α = (D2 −D3)2/(4π2 (cLA)5) und ω0 = 2βcLA, worin neben der Schallgeschwindigkeit cLA, der
Massendichte  und der Lokalisierungsla¨nge des Exzitons 1/β auch die Diﬀerenz zwischen den Deformati-
onspotentialen von Elektron und Loch D2 −D3 eingeht.
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Abbildung 4.4.: Links: Mittlere Photonenzahl als Funktion der Pumprate fu¨r ein, zwei
und drei identische Quantenpunkte. Fu¨r alle Quantenpunkte ist der ho¨chste Multi-Exziton-
U¨bergang resonant mit der Kavita¨tsmode, was die Photonenproduktion bei hoher Anregung
maximiert. Zu sehen ist, dass der einzelne Quantenpunktemitter (gestrichelte Linie) das Regime
der stimulierten Emission nicht erreicht, bevor die Sa¨ttigung einsetzt. Signiﬁkant wird die
Photonenzahl durch zwei (gestrichpunktete Linie) und drei (durchgezogene Linie) resonante
Emitter erho¨ht. Es wurde in diesen Rechnungen keine Kopplung an Phononen beru¨cksichtigt.
Rechts: Verteilung der Photonenzahl fu¨r eine Pumprate von 10/ps.
4.2.3. Stimulierte Emission in Anwesenheit eines nichtresonanten Hintergrundes
Zur Illustration der Signiﬁkanz Phonon-assistierter Prozesse werden die folgenden verschie-
denen Szenarien verglichen, in denen das System mehrerer an die Kavita¨tsmode gekoppelter
Quantenpunkte in das Regime der stimulierten Emission getrieben wird: (i) Zuna¨chst wird das
Laserregime erreicht, in dem sich die betrachteten Emitter in Resonanz mit der Kavita¨tsmode
beﬁnden. (ii) Durch Verstimmen aller Quantenpunkte bis auf einen wird dieses Regime wie-
der verlassen. (iii) Schließlich werden Phonon-assistierte Prozesse beru¨cksichtigt, wodurch die
verstimmten Hintergrundemitter wieder eﬃzient werden und das Laserregime erneut erreicht
werden kann. Ob sich das System im Regime der stimulierten Emission beﬁndet, wird anhand
der gesamten Photonenstatistik beurteilt, indem diese mit einer Poissonverteilung verglichen
wird. Dies hat den Vorteil, dass nicht nur die niedrigsten Momente, z.B. die mittlere Photo-
nenzahl und die Autokorrelationsfunktion g(2)(0), als Kriterium verwendet werden, sondern
die gesamte Statistik untersucht wird.
In Abschnitt 3.3 wurde gezeigt, dass die Multi-Exziton-Konﬁguration des voll besetzten Quan-
tenpunktes 2Xsp bei hoher Anregung pra¨feriert ist und die gro¨ßtmo¨gliche Photonenzahl liefert,
falls sich diese Konﬁguration in Resonanz mit der Kavita¨t beﬁndet: Einerseits wird durch das
schnelle Nachfu¨llen die 2Xsp Konﬁguration am wahrscheinlichsten realisiert; andererseits ist
der 2Xsp → 1Xp U¨bergang nicht Gegenstand der anregungsabha¨ngigen Dephasierung, was
zum Quenching und einer drastischen Reduktion der Photonenzahl fu¨hrt [191]. Aus diesem
Grund nehmen wir an, dass sich die Rekombination dieser Konﬁguration in Resonanz mit der
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Abbildung 4.5.: Mittlere Photonenzahl als eine Funktion der Pumprate fu¨r drei Quanten-
punktemitter. Der resonante Fall (durchgezogene Linie) entspricht der durchgezogenen Linie
in Abb. 4.4, wobei der Biexziton-U¨bergang von allen Quantenpunkten resonant mit der Ka-
vita¨tsmode ist. Die zusa¨tzlichen Kurven zeigen den Fall, in welchem die zwei Emitter um
1.5meV zu ho¨heren Energien verstimmt sind, wobei ein Emitter resonant mit der Kavita¨tsmode
bleibt (gestrichpunktete Linie). Zu sehen ist, dass durch Hinzunahme der Elektron-Phonon-
Wechselwirkung fu¨r eine Temperatur von 20K die Kopplung der verstimmten Emitter an die
Kavita¨tsmode deutlich erho¨ht wird (gestrichelte Linie).
Kavita¨tsmode beﬁndet. Konkret wurden die Parameter so gewa¨hlt, dass ein einzelner Emit-
ter das Regime der stimulierten Emission nicht erreicht, auch wenn dieser U¨bergang resonant
mit der Kavita¨tsmode ist: Fu¨r die Licht-Materie-Kopplung verwenden wir g = 0.16/ps, was
einer Vakuumfeld-Rabi-Aufspaltung von 100μeV entspricht. Zudem wird eine Kavita¨tsgu¨te
von Q = 20000 im roten Spektralbereich der InGaAs Quantenpunkt-Emission angenommen,
verbunden mit einer Kavita¨tsverlustrate von γb =: κ = 0.1/ps. Fu¨r die p → s Intraband-
Relaxationsraten γ12 = γ34 wird 0.5/ps verwendet. Radiative Verluste in nicht-lasende Moden
sind in Mikrokavita¨tssystemen typischerweise stark unterdru¨ckt, sodass γ23 = 0.01/ps ange-
nommen wird.
In Abb. 4.4 ist die mittlere Photonenzahl als Funktion der Pumprate fu¨r ein, zwei und drei
identische Quantenpunkt-Emitter gezeigt, welche resonant an die Kavita¨tsmode koppeln. Zu
sehen ist, dass im letzten Fall die mittlere Photonenzahl im Vergleich zum Ergebnis fu¨r einen
einzelnen Emitter um den Faktor fu¨nf erho¨ht ist. Dieses u¨berlineare Anwachsen der Photonen-
zahl ist zuru¨ckzufu¨hren auf das Einsetzen der stimulierten Emission. Die zugeho¨rige Photo-
nenstatistik in Abb. 4.4 zeigt eine Poissonverteilung und weist auf koha¨rente Emission hin.
Die bisherigen Resultate beruhen ausschließlich auf der Jaynes-Cummings-Kopplung zwischen
den Emittern und der Kavita¨t. In Abb. 4.5 ist nun der Einﬂuss der Verstimmung und der
nichtresonanten Kopplung gezeigt. Hierbei ist ein Emitter resonant mit der Kavita¨tsmode und
der U¨bergang des Biexzitons der beiden anderen um 1.5meV zu ho¨heren Energien verscho-
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Abbildung 4.6.: Links: Photonenstatistik pn zugeho¨rig zu Abb. 4.5 fu¨r eine Pumprate von
10/ps. Die rechte Seite zeigt die logarithmische Darstellung von n!pn, normiert auf den Loga-
rithmus der mittleren Photonenzahl 〈n〉. In dieser Darstellung entspricht eine Poissonverteilung
einer Geraden mit Anstieg eins. Zusa¨tzlich ist in grau das Ergebnis fu¨r vier Quantenpunkte
(einer resonant und drei verstimmt) analog zum Fall fu¨r drei Emitter dargestellt.
ben, was die Kopplungseﬃzienz deutlich reduziert. Bei der gestrichpunkteten Linie wird die
Kopplung zwischen den verstimmten U¨berga¨ngen und der Kavita¨tsmode durch die Jaynes-
Cummings-Wechselwirkung vermittelt und fu¨hrt lediglich zu einem kleinen U¨berlapp zweier
Lorentz-Funktionen [47]. Die gestrichelte Linie zeigt die gleiche Situation, wobei zusa¨tzlich
die Eﬀekte der Elektron-Phonon-Wechselwirkung beru¨cksichtigt werden. Auf Grund des asym-
metrischen Verhaltens der Phonon-assistierten Rekombination in Bezug auf die Verstimmung
zur Kavita¨tsmode (s. Abb. 4.3), wurden die nichtresonanten Emitter zu ho¨heren Energien
verstimmt, um eine eﬃziente Kopplung durch Phonon-Emission zu erzielen. Bei einer Gitter-
temperatur von 20K ist die Rate der Phonon-assistierten Emission von Photonen von der
Gro¨ßenordung 10−2/ps. Fu¨r die eﬀektive Licht-Materie-Kopplung g 〈B〉 wurde der gleiche
Wert wie fu¨r den Fall ohne Phononen (〈B〉 = 1) verwendet, um eine Vergleichbarkeit der
Ergebnisse zu gewa¨hrleisten. Die Jaynes-Cummings-Kopplungskonstante wird stets bei endli-
chen Temperaturen gemessen, sodass der experimentell ermittelte Wert mit der renormierten
Gro¨ße zu identiﬁzieren ist. Obwohl die Rate der nichtresonanten Emission klein ist, erzeugt der
zusa¨tzliche Kopplungsmechanismus eine mittlere Photonenzahl von 2.5 und treibt das System
merklich ins Regime der koha¨renten Emission. Dies kann aus der Photonenstatistik geschlos-
sen werden, welche in Abb. 4.6 fu¨r die gleichen drei Fa¨lle wie zuvor gezeigt ist. Beﬁnden sich
alle Emitter in Resonanz, so weist die zugeho¨rige logarithmische Darstellung einen linearen
Zusammenhang mit einer Steigung nahe eins auf. Dies deutet auf eine Poissonverteilung hin,
fu¨r die
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Abbildung 4.7.: Rate der nichtresonanten Emission als Funktion der Pumprate fu¨r eine
Rechnung mit einem einzelnen Emitter. Die Rate wurde so gewa¨hlt, dass die mittlere Photo-
nenzahl der Rechnung fu¨r drei Emitter mit Phonon-assistierten Prozessen (gestrichelte Linie
in Abb. 4.5) reproduziert wird. Die eingebettet Figur zeigt das Ergebnis mit linearer Skala.
log(n!pn)
log 〈n〉 = n −
〈n〉
log 〈n〉 (4.34)
gilt. Fu¨r den Fall, dass sich lediglich ein Quantenpunkt in Resonanz beﬁndet und die ande-
ren zwei verstimmt sind, fu¨hrt die zusa¨tzliche Phonon-assistierte Kopplung zu einer signiﬁ-
kanten A¨nderung in der Photonenzahl. Die zugeho¨rige Statistik entfernt sich ohne Phonon-
Kopplung deutlich von einer Poissonverteilung. Falls die Wechselwirkung mit den Phononen
beru¨cksichtigt wird, beginnt sich das Maximum der Verteilung von n = 0 zu entfernen und die
logarithmische Darstellung der Photonenstatistik na¨hert sich einem linearen Verhalten an.
Obwohl in vielen Fa¨llen die tatsa¨chliche Anzahl an Hintergrundemittern deutlich gro¨ßer ist
als die hier betrachteten zwei nichtresonanten Quantenpunkte, sind die gezeigten Ergebnisse
ein Indiz fu¨r den diskutierten Trend und demonstrieren, dass koha¨rente Emission mit Un-
terstu¨tzung von verstimmten Emittern erreicht werden kann. Um dies zu unterstreichen, ist
zusa¨tzlich das Ergebnis einer Rechnung mit einem weiteren Emitter (vier Emitter insgesamt,
bei gleicher Verstimmung) in Abb. 4.6 als graue Linie gezeigt. Zu sehen ist, dass die Koha¨renz
im Vergleich zu der Rechnung mit nur drei Emittern weiter zunimmt.
Abschließend soll der Bezug zur pha¨nomenologischen Beschreibung der Hintergrundemission
hergestellt werden. Hierzu wird das Ergebnis fu¨r einen einzelnen Quantenpunkt unter Hinzu-
nahme des inversen Verlustterms (4.1) betrachtet. Die zugeho¨rige Rate Γ wird so gewa¨hlt, dass
die mittlere Photonenzahl einer Rechnung mit drei Emittern und beru¨cksichtigter Phononen-
Kopplung reproduziert wird. Die resultierende Rate ist in Abb. 4.7 dargestellt und zeigt ein
deutlich nichtlineares Verhalten. Konkret beﬁnden sich alle Emitter als eine Konsequenz der
schnellen Einstreuprozesse bei hoher Anregungsleistung in Sa¨ttigung, sodass auch die Photo-
Stimulierte Emission in Anwesenheit eines nichtresonanten Hintergrundes 77
Abbildung 4.8.: Photonenstatistik fu¨r eine Pumprate von 10/ps bei 20K (links) und 77K
(rechts) fu¨r die gleiche eﬀektive Licht-Materie-Kopplungskonstante g = 0.16/ps. Verglichen
sind die Ergebnisse fu¨r einen einzelnen Quantenpunkt-Emitter zuzu¨glich inversem Verlustterm
und einer Rechnung mit vier Emittern unter Beru¨cksichtigung Phonon-assistierter Prozesse.
Die inverse Verlustrate Γ wurde so gewa¨hlt (4.76 × 10−2/ps bei 20K und 7.11 × 10−2/ps bei
77K), dass die mittlere Photonenzahl 3.6 (8.6 bei 77K) in der Rechnung reproduziert wird.
Die Ergebnisse zeigen eine thermische Komponente bei Verwendung des inversen Verlustterms
und ein Fehlen dieser in der mikroskopischen Rechnung. Der Unterschied ist bei 77K durch
den sta¨rkeren Beitrag der Hintergrundemission deutlicher ausgepra¨gt.
nenproduktion durch den nichtresonanten Kopplungsmechanismus begrenzt ist. Dies entspricht
dem erwarteten Verhalten eines Gewinnmaterials fu¨r wenige Emitter. Im Gegensatz hierzu er-
gibt die Wahl einer Rate proportional zur Pumprate des Systems eine lineare Abha¨ngigkeit.
Dieser Ansatz ist folglich nur gu¨ltig, falls das Gewinnmaterial aus vielen Emittern, wie z.B. in
einem Gaslaser, besteht und sich die einzelnen Emitter nicht im Regime der Sa¨ttigung beﬁn-
den, siehe eingebettete Figur in Abb. 4.7. Die Photonenstatistik in Abb. 4.8 spiegelt hingegen
die durch den inversen Verlustterm hinzugefu¨gte thermische Komponente wieder. Fu¨r eine
ho¨here Temperatur (77K, rechte Figur) betra¨gt der Unterschied der Rate der nichtresonanten
Emission im Vergleich zum 20K Ergebnis etwa eine Gro¨ßenordnung. Dies versta¨rkt die Dis-
krepanz zwischen dem koha¨renten Beitrag der verstimmten Emitter durch Phonon-assistierte
Kopplung und der thermischen Komponente, welche durch den eﬀektiven Lindblad-Term er-
zeugt wird. Mit ho¨herer Anzahl an Photonen, die durch den Hintergrund erzeugt werden, wird
auch der Unterschied, der fu¨r zwei verstimmte Emitter zwar merklich, jedoch klein ist, fu¨r
viele Emitter zunehmen. Wa¨hrend folglich der inverse Verlustterm zu einer rein thermischen
Verteilung fu¨hrt, resultiert aus einer mikroskopischen Beschreibung, unter Beru¨cksichtigung
des Gewinnmaterials, eine rein koha¨rente Photonenverteilung.
78
Nichtresonante optische Emission von Quantenpunkten in eine
Mikrokavita¨tsmode
4.3. Coulomb-assistierte nichtresonante Kopplung
In diesem Abschnitt quantiﬁzieren wir die Rolle der Coulomb-Wechselwirkung mit den La-
dungstra¨gern der Benetzungsschicht fu¨r die nichtresonante Kopplung eines Quantenpunkt-
U¨bergangs an die Kavita¨tsmode. Konkret agiert das Kontinuum der delokalisierten Zusta¨nde
als ein thermisches Reservoir, wobei es sich im Gegensatz zum bosonischen Bad der Phono-
nen nun um ein fermionisches handelt. Statt der Emission oder Absorption eines Phonons ist
hierbei ein Auger-artiger Streuprozess eines Ladungstra¨gers von einem delokalisierten Zustand
zu einem anderen als elementare Anregung u¨ber dem thermischen Gleichgewicht zu sehen und
sorgt fu¨r die Kompensation der energetischen Verstimmung [274]. Aktuell konnten Settnes et
al. zeigen [252], dass durch diese Wechselwirkung, trotz wesentlicher Verstimmung, die Re-
kombination der Quantenpunktanregung von einem signiﬁkanten, spektralen Signal an der
Frequenz der Kavita¨tsmode begleitet ist. Im Folgenden liegt der Fokus nicht auf den spektra-
len Eigenschaften der Photolumineszenz, sondern auf der Photonenproduktion, welche einen
wesentlichen Aspekt fu¨r Quantenpunkt-Mikrokavita¨tslaser darstellt.
Um das System zu beschreiben, beginnen wir mit dem Hamiltonoperator, welcher neben dem
Jaynes-Cummings-Term auch die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Quantenpunkt- und
Benetzungsschicht-Zusta¨nden entha¨lt. Ziel ist es, analog zum vorigen Abschnitt, durch geeigne-
te Transformation eine eﬀektive Licht-Materie-Wechselwirkung zu erzeugen, welche zusa¨tzlich
Reservoir-Operatoren entha¨lt und auf neue Lindblad-Operatoren fu¨hrt. Hierzu werden zwei
verschiedene Techniken verwendet, um formal den Beitrag (i) der Exziton-Photon- oder (ii)
der Coulomb-Wechselwirkung aus dem Hamiltonoperator zu eliminieren. Im ersten Fall wird
die Schrieﬀer-Wolﬀ-Transformation [116, 169] verwendet (s. Abschnitt 4.3.1), die auf eine per-
turbative Diagonalisierung der Jaynes-Cummings-Wechselwirkung fu¨hrt. Auf diese Weise bleibt
das Bad unvera¨ndert und die Coulomb-Wechselwirkung interagiert mit dem photonischen Sub-
system durch die Hybridisierung der Quantenpunkt-Ladungstra¨ger mit den Kavita¨tsphotonen.
Der zweite Zugang betrachtet ein anderes Szenario, in welchem die Wechselwirkung zwischen
den Quantenpunkt-Ladungstra¨gern und dem Reservoir teilweise diagonalisiert ist. Dies ent-
spricht dem Vorgehen im vorigen Abschnitt und ermo¨glicht durch Verwendung des exakt
lo¨sbaren Independent-Boson-Modells eine Beschreibung im Sinne eines Polarons anstatt freier
Ladungstra¨ger. Diese Methode wird in Abschnitt 4.3.2 auf den Fall eines fermionischen Ba-
des von Ladungstra¨gern in der Benetzungsschicht erweitert. Hierdurch ist das Modell nicht
mehr exakt lo¨sbar, erlaubt aber eine diagrammatische Behandlung und wird im Folgenden als
Streupotential-Methode bezeichnet. Im Unterschied zum ersten Verfahren reagiert das Bad auf
die An- bzw. Abwesenheit des Exzitons.
Die Rolle der Coulomb-Wechselwirkung mit den Ladungstra¨gern der Benetzungsschicht wird
nicht im Multi-Exziton-Spektrum, sondern in der Rekombinationsdynamik betrachtet, sodass
dieser kinetische Kanal auch in Quantenpunkten mit sehr wenigen gebundenen Zusta¨nden
Coulomb-assistierte nichtresonante Kopplung 79
vorhanden ist. Um dies zu demonstrieren, betrachten wir im Folgenden einen Quantenpunkt
mit jeweils einem einzelnen Elektron- und Loch-Zustand.
Das gekoppelte System des Quantenpunktes und der Mikrokavita¨t mit dem zugeho¨rigen System-
Hamiltonoperator
HS = H0 + He−pt = εXX†X + ωcb†b + g(b†X + bX†) (4.35)
wird in Anwesenheit des Kontinuums von Zusta¨nden in der Benetzungsschicht durch
H = HS + (1 − X†X)h0 + X†XhX (4.36)
beschrieben, worin die Operatoren X und X† ein Exziton mit der Energie εX vernichten und
erzeugen. Entsprechend des vorigen Abschnittes werden Elektron und Loch paarweise ange-
regt, sodass X†X = e†e = h†h, mit X = he, wobei e, e† und h, h† Operatoren des gebundenen
Elektron- und Loch- s-Zustandes sind. In Anwesenheit des Exzitons wird der freie Hamilton-
operator der Benetzungsschicht
h0 =
∑
λ,k
ελkλ
†
kλk (4.37)
durch die Wechselwirkung des Elektron-Loch-Paares mit den Ladungstra¨gern in den delokali-
sierten Zusta¨nden modiﬁziert
hX = h0 + W . (4.38)
Die Sto¨rung ist durch den Einteilchenoperator
W =
∑
λ,k,k′
W λkk′λ
†
kλk′ (4.39)
mit
W ekk′ = W eesk,k′s − W hesk,k′s − W eesk,sk′ , (4.40)
W hkk′ = W hhsk,k′s − W ehsk,k′s − W hhsk,sk′ (4.41)
gegeben und beschreibt Intraband-Streuprozesse von einem Benetzungsschichtzustand |ϕλk〉
in einen anderen |ϕλk′〉. Hierbei sind λk, λ†k die fermionischen Operatoren der Elektronen
und Lo¨cher (λ = e, h) des Benetzungsschichtzustandes |ϕλk〉 mit den Energien ελk. Der Spin-
Freiheitsgrad ist hierbei im Zustand |ϕλk〉 implizit enthalten. Die Sta¨rke der Wechselwirkung
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ist durch das Matrixelement
W λλ
′
ij,kl =
1
A
∑
q
wq 〈ϕλi | eiqr |ϕλl 〉 〈ϕλ
′
j | e−iqr |ϕλ
′
k 〉 (4.42)
des Coulomb-Potentials wq gegeben und entha¨lt die Einteilchenzusta¨nde |ϕλi 〉 der Elektro-
nen und Lo¨cher im Quantenpunkt und in der Benetzungschicht. Durch die Ladungstra¨ger
in den delokalisierten Zusta¨nden wird das Potential abgeschirmt, wodurch die Wechselwir-
kungssta¨rke bei ho¨heren Anregungsdichten abnimmt [200]. Die ersten beiden Terme in den
Gln. (4.40) und (4.41) repra¨sentieren die elektrostatische (Hartree-)Wechselwirkung der La-
dungstra¨ger der Benetzungsschicht mit dem Elektron und Loch des Exzitons. Der letzte Beitrag
in beiden Gleichungen ist das Austausch-(Fock-)Integral. Die Quantenpunkt-Wellenfunktionen
der energetisch niedrigsten gebundenen Zusta¨nde ϕλs (r) werden entsprechend Kapitel 2 durch
Gauß-Funktionen mit der Standardabweichung αλ fu¨r die Bewegung in der Ebene und durch
die Lo¨sungen des endlich hohen Potentialtopfes in Wachstumsrichtung beschrieben. Fu¨r die
Zusta¨nde der Benetzungsschicht ϕλk(r) werden ebene Wellen verwendet und auf die Quanten-
punktzusta¨nde orthogonalisiert [31, 200]. Ohne die Orthogonalisierung wu¨rden Integrale der
Form 〈ϕλk| eiqr |ϕλs 〉, wie sie im Austauschterm enthalten sind, um q = 0 deutlich u¨berscha¨tzt
werden. Tatsa¨chlich verbleibt ein nichtverschwindendes U¨berlappintegral im Grenzfall q → 0,
dessen korrekter Wert Null ist. Die direkten Hartree-Beitra¨ge sind hingegen nicht sensitiv auf
die Orthogonalisierung, da 〈ϕλk| eiqr |ϕλk′〉 = δk,k′+q ist [200].
4.3.1. Schrieﬀer-Wolﬀ-Transformation
Die Idee des Schrieﬀer-Wolﬀ-Verfahrens [169] ist es, eine unita¨re Transformation
H˜ = eS H e−S = H + [S,H] + 12 [S, [S,H]] . . . (4.43)
zu verwenden, wobei S derart gewa¨hlt wird, dass der Kommutator [S,H0] den Jaynes-Cummings-
Hamiltonoperator He−pt formal eliminiert, d.h. [S,H0] = −He−pt.
Dies kann durch die Wahl
S = − gΔ
[
b†X − bX†
]
(4.44)
erreicht werden und zeigt, dass der Erzeuger der unita¨ren Transformation S von erster Ordnung
im Parameter g/Δ in der Reihenentwicklung von Gl. (4.43) ist, worin Δ = εX −ωc die Verstim-
mung zwischen Exziton und Kavita¨t darstellt. Fu¨r typische Werte der Licht-Materie-Kopplung
g von der Gro¨ßenordnung 0.1meV und hinreichend große Verstimmungen (Δ ∼ 1−10meV) ist
ferner ein perturbativer Ansatz gerechtfertigt. Vernachla¨ssigt man Terme von einer Ordnung
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ho¨her als (g/Δ)2 und (g/Δ)W , so erha¨lt man
H˜ ≈H + [S,H] + 12 [S, [S,H0]]
=H0 +
1
2 [S,He−pt] + h0 + WX
†X +
[
S,WX†X
]
,
(4.45)
worin der zweite Term die Energien der Ladungstra¨ger in Abha¨ngigkeit von der Photonenzahl
n = b†b renormiert. Konkret entspricht
H0 +
1
2 [S,He−pt] =
[
εX +
g2
Δ (n + 1)
]
X†X − g
2
Δ n (1 − X
†X) + ωc n (4.46)
einer Na¨herung der Eigenenergien von H0 + He−pt in zweiter Ordnung bzgl. g/Δ.
Von zentraler Bedeutung ist der letzte Beitrag in Gl. (4.45), welcher auf einen eﬀektiven Jaynes-
Cummings-Hamiltonoperator
H ′e−pt =
[
S,WX†X
]
= − gΔW
(
b†X + bX†
)
(4.47)
fu¨hrt und Coulomb-assistierte U¨berga¨nge zwischen dem Quantenpunkt Exziton und den Ka-
vita¨tsphotonen beschreibt. Hierbei erlaubt die quasi-kontinuierliche Natur der delokalisierten
Zusta¨nde der Benetzungsschicht, diese als Reservoir zu behandeln, welches als stationa¨r und im
thermischen Gleichgewicht angenommen wird. Analog zur Vorgehensweise im Abschnitt 4.2.2
fu¨hrt die Behandlung der durch (4.47) vermittelten System-Bad-Wechselwirkung auf (i) einen
Jaynes-Cummings-Beitrag mit einer um den Faktor g/Δ 〈W 〉R renormierten Wechselwirkungs-
sta¨rke und (ii) die Lindblad-Terme Lb†X und LbX† . Die zugeho¨rigen Raten sind durch Gl. (4.9)
und (4.10) gegeben und mit den Fluktuationen des Reservoirs Γ = Γ† = W − 〈W 〉R folgt
γb†X = 2π
g2
Δ2
∑
λ,k,k′
|W λk,k′ |2 fλk (1 − fλk′) δ(Δ + ελk − ελk′) , (4.48)
worin die Besetzungen der Benetzungsschichtzusta¨nde fλk = 〈λ†kλk〉 durch Fermi-Funktionen,
in Abha¨ngigkeit von der Ladungstra¨gerdichte nWL und der Temperatur der Benetzungsschicht,
beschrieben werden. Entsprechend kann γbX† aus dem obigen Ergebnis erhalten werden, indem
Δ durch −Δ ersetzt wird.
Neben den durch H ′e−pt vermittelten Coulomb-assistierten Rekombinationsprozessen ist auch
der Operator WX†X in Gl. (4.45) Bestandteil der System-Reservoir-Wechselwirkung. Eine
analoge Vorgehensweise im obigen Sinne fu¨hrt hierbei auf (i) eine von der Anregungsdichte
abha¨ngige Renormierung der Energie des Exzitons [175] ε˜X = εX + 〈W 〉R, welche in der Ver-
stimmung Δ beru¨cksichtigt wird, und (ii) einen inkoha¨renten Beitrag in Form eines Lindblad-
Terms der reinen Dephasierung. Der zur Renormierung beitragende thermische Erwartungswert
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Abbildung 4.9.: Rate der Coulomb-assistierten nichtresonanten Emission eines Quanten-
punktes in Kontakt mit dem Kontinuum von Benetzungsschichtzusta¨nden fu¨r eine Tempera-
tur von 77K, als Resultat der Schrieﬀer-Wolﬀ-Transformation. Die Ladungstra¨gerdichte in der
Benetzungsschicht nWL wird von 108 – 1012/cm2 variiert und wir betrachten Elektron- und
Loch-Wellenfunktion, deren Einhu¨llenden identisch (Linien ohne Punkte) sind oder sich um
einen Faktor zwei unterscheiden (Linien mit Punkten). In allen Rechnungen ist αh = 0.15/nm.
Zum Vergleich ist die Rate der spontanen Emission (gepunktete Linie) fu¨r typische Parameter
(κ = 0.1/ps, Γ = 0.01/ps, P = 0.1/ps) gezeigt. Zu beachten ist, dass die Raten auf das Quadrat
der Licht-Materie-Kopplungssta¨rke normiert sind.
des Reservoir-Operators ist hierbei
〈W 〉 =
∑
λ,k
W λk,k f
λ
k . (4.49)
Tatsa¨chlich tragen in W λk,k nur Terme des Austauschintegrals bei, da die Hartree-Beitra¨ge,
welche die Fourierkomponente des Coulomb-Potentials fu¨r q = 0 enthalten, auf Grund der
globalen Ladungsneutralita¨t verschwinden. Fu¨r weitere Details sei an dieser Stelle auf Ref. [200]
verwiesen.
Numerische Ergebnisse In Abb. 4.9 ist die Abha¨ngigkeit der Rate der Coulomb-assistierten
nichtresonanten Kopplung γb†X von der Verstimmung Δ zwischen dem U¨bergang des Exzi-
tons und der Kavita¨tsmode fu¨r verschiedene Ladungstra¨gerdichten nWL in den delokalisierten
Zusta¨nden der Benetzungsschicht und eine Temperatur von 77K gezeigt. Mit zunehmender
Ladungstra¨gerdichte ergeben sich zusa¨tzliche Streukana¨le, welche die energetische Diskrepanz
Δ zwischen Exziton und Kavita¨t kompensieren und zu einer zunehmenden nichtresonanten
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Emissionsrate fu¨hren. Zum Vergleich ist die Rate der spontanen Emission
R = 2πg2ρX (4.50)
gezeigt, welche durch die Jaynes-Cummings-Kopplung alleine vermittelt wird und proportional
zur Zustandsdichte ρX am Exziton-U¨bergang ist. Diese nimmt fu¨r eine einzelne Kavita¨tsmode
eine Lorentzverteilung
ρX =
2
π
Γ
Γ2 + (2Δ)2 (4.51)
an, deren Breite Γ = P + Γ + κ durch die dissipativen Prozesse im System bestimmt ist:
Kavita¨tsverluste haben eine endliche Gu¨te der Kavita¨tsmode zur Folge und der nichtradiative
Zerfall des Quantenpunkt-Exzitons und dessen inkoha¨rente Anregung fu¨hren auf eine homogene
Linienbreite des Exziton-U¨bergangs. Die zugeho¨rigen Raten sind hierbei durch γb =: κ, γX =: Γ
und γX† =: P gegeben. Fu¨r niedrige Ladungstra¨gerdichten ist die Coulomb-assistierte Kopp-
lung im Vergleich zur spontanen Emissionsrate vernachla¨ssigbar, wobei typische Parameter ei-
nes Quantenpunkt-Mikrokavita¨tssystems angenommen wurden. Dies ist in U¨bereinstimmung
mit fru¨heren Experimenten, welche bei niedrigen Anregungsbedingungen lediglich Signatu-
ren von Phononen gefunden haben [7, 217]. Fu¨r eine hinreichend hohe Ladungstra¨gerdichte
(nWL > 1010/cm2) u¨berwiegen jedoch die Coulomb-assistierten Prozesse selbst fu¨r große Ver-
stimmungen (∼ 10meV) und fu¨hren zu einer signiﬁkanten nichtresonanten Kopplung. Diese
ist im Vergleich zur Jaynes-Cummings Kopplung um etwa eine Gro¨ßenordnung sta¨rker.
Zudem existiert eine ausgepra¨gte Asymmetrie zwischen positiver und negativer Verstimmung,
insbesondere fu¨r niedrige Temperaturen, analog zum Verhalten der Phonon-assistierten Kopp-
lung (vgl. Abb. 4.3). Dies ist zu erwarten, da jedes thermische Bad Prozesse favorisiert, welche
die Systemenergie reduzieren, und zwar umso ausgepra¨gter, je niedriger die Temperatur ist.
Letztlich ist eine signiﬁkante Reduktion der nichtresonanten Kopplung zu erkennen, falls die
Wellenfunktionen fu¨r Elektronen und Lo¨cher a¨hnlich sind (Linien ohne Punkte in Abb. 4.3).
Die Ursache liegt in einer erheblichen Kompensation zwischen den elektrostatischen (Hartree-)
Coulomb-Integralen in Gl. (4.48). Fu¨r identische Elektron- und Loch-Wellenfunktionen (αe =
αh) ist das Exziton nicht nur global, sondern auch lokal ladungsneutral, sodass keine elek-
trostatische Wechselwirkung zwischen dem Exziton und den Ladungstra¨gern der Benetzungs-
schicht stattﬁndet. Klassisch entkoppeln System und Bad und es verbleibt die Austausch-
wechselwirkung. Tatsa¨chlich werden in diesem Fall die Integrale in Gl. (4.40) und (4.41) un-
abha¨ngig vom Bandindex, sodass sich die direkten Terme W ees,k,k′,s und W hes,k,k′,s kompensieren.
Das gleiche gilt fu¨r W hhs,k,k′,s und W ehs,k,k′,s. Folglich tragen nur die typischerweise viel kleine-
ren Austausch- (Fock-)Integrale bei. Dies weist auf einen intrinsischen Unterschied zwischen
einem Interband-Prozess in Form Coulomb-assistierter nichtresonanter Emission und einem
Intraband-Streuprozess hin: In letzterem Fall ko¨nnen Elektronen und Lo¨cher unabha¨ngig von-
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einander streuen, wobei die Wechselwirkung mit den Ladungstra¨gern der Benetzungsschicht
entsprechend durch die Bad-Operatoren
W e =
∑
k,k′
(
W eesk,k′s − W eesk,sk′
)
e†kek′ −
∑
k,k′
W ehsk,k′s h
†
khk′ , (4.52)
W h =
∑
k,k′
(
W hhsk,k′s − W hhsk,sk′
)
h†khk′ −
∑
k,k′
W hesk,k′s e
†
kek′ (4.53)
vermittelt wird. Betrachtet man beide Terme separat, so ergibt sich auch im Grenzfall iden-
tischer Quantenpunkt-Elektron- und Loch-Wellenfunktionen jeweils ein nichtverschwinden-
der Beitrag zur System-Reservoir-Wechselwirkung. Hingegen erfordert die Photonen-Emission
die Anwesenheit eines Exzitons, d.h. eines voll korrelierten Elektron-Loch-Paares, sodass die
System-Reservoir-Wechselwirkung durch W = W ee†e + W hh†h bzw. Gl. (4.39) gegeben ist.
Im Gegensatz zu einem Intraband-Prozess zeigt sich hierin eine Kompensation fu¨r identische
Wellenfunktionen, da die Rekombination zwei neutrale Zusta¨nde ineinander u¨berfu¨hrt. Als
Konsequenz muss jeder Formalismus, der eine Beschreibung nichtresonanter Kopplung zum Ge-
genstand hat und auf einer Coulomb-artigen Wechselwirkung basiert (z.B. Auger-artige Wech-
selwirkung zwischen Quantenpunkt und Benetzungsschicht oder Fro¨hlich-Wechselwirkung der
Quantenpunkt-Ladungstra¨ger mit LO-Phononen), die lokale Neutralita¨tsbedingung erfu¨llen:
Fu¨r ein lokal neutrales Exziton und fu¨r verschwindend kleine Austauschbeitra¨ge mu¨ssen nicht-
resonante Kopplungsprozesse verschwinden.
Tatsa¨chlich kommt es auch bei der Wechselwirkung mit LA-Phononen zu einem Kompensa-
tionseﬀekt. Wie in Abschnitt 4.2.2 gezeigt wurde, erzeugt die Anwesenheit eines Elektron-
Loch-Paares eine Verschiebung des Phononenfeldes durch beide Ladungstra¨ger, jedoch mit
entgegengesetztem Eﬀekt. Dies fu¨hrt auf eine Exziton-Phonon-Kopplungssta¨rke, welche gera-
de die Diﬀerenz der Elektron- und Loch-Phonon-Kopplungskonstanten ist (s. Gl. (4.20)). Als
Konsequenz verschwindet auch die Wirkung des Phononen-Bades im Falle exakter Kompen-
sation. Die Deformationspotentiale fu¨r Elektronen und Lo¨cher sind jedoch materialspeziﬁsch
und im Allgemeinen unterschiedlich.
4.3.2. Streupotential-Methode
Bisher basieren die gezeigten Resultate auf einer approximativen Diagonalisierung des Jaynes-
Cummings-Hamiltonoperators. Als alternativer Zugang wird im Folgenden eine nicht-pertur-
bative Behandlung der Coulomb-Wechselwirkung zwischen dem Quantenpunkt-Exziton und
den Ladungstra¨gern der Benetzungsschicht diskutiert. Hierzu wird eine geeignete unita¨re Trans-
formation verwendet, wobei die Idee a¨hnlich der Polaron-Transformation des Independent-
Boson-Modells ist: Die Anwesenheit eines Exzitons erzeugt ein externes Feld, auf das die Ionen
des Gitters durch Verschiebung des Phononenfeldes reagieren. Die Polaron-Transformation ver-
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bindet nun das gesto¨rte Gitter mit dem ungesto¨rten. Auf a¨hnliche Weise modiﬁziert das Exziton
das System der Benetzungsschicht-Ladungstra¨ger durch ein externes Feld, welches hier durch
den Einteilchenoperator W gegeben ist. Die Quelle des Feldes ist um den Quantenpunkt loka-
lisiert und agiert hierbei als Streuzentrum fu¨r das Kontinuum der ausgedehnten Benetzungs-
schichtzusta¨nde. Die zugeho¨rige Streumatrix (S-Matrix) ist dabei die unita¨re Transformation,
welche hX und h0 verbindet. Konkret gilt die unita¨re A¨quivalenz
h0 = S(−∞, 0)hS(0,−∞) (4.54)
mit der S-Matrix
S(t1, t2) =S(t1 − t2) = S†(t2, t1)
=T exp
[
−i
∫ t1
t2
W (t) dt
]
, t1 > t2 ,
(4.55)
welche durch das Streupotential W erzeugt wird, unter der Annahme, dass die Bedingungen
der Streutheorie an das Potential erfu¨llt sind (s. Ref. [198, 259]). Hierbei sind T der Zeitord-
nungsoperator und W (t) die Sto¨rung im Wechselwirkungsbild in Bezug auf h0.
Ziel ist es, die Coulomb-Wechselwirkung zwischen Quantenpunkt und Benetzungsschicht formal
aus dem Hamiltonoperator (4.36) zu eliminieren. Hierzu verwenden wir den unita¨ren Operator
U = 1 − X†X + X†X S(0,−∞) (4.56)
mit einer Wirkung der S-Matrix nur in Anwesenheit des Exzitons. Die zugeho¨rige unita¨re
Transformation hat die folgenden Eigenschaften:
X˜ = U †XU = X S(0,−∞) und X˜† = S(−∞, 0)X† , (4.57)
wohingegen X†X invariant bleibt. Die wichtigste A¨nderung betriﬀt den Beitrag der Benet-
zungsschicht zum Hamiltonoperator
U †
[
(1 − X†X)h0 + X†X hX
]
U
= (1 − X†X)h0 + X†X S(−∞, 0)hX S(0,−∞) = h0 ,
(4.58)
aus dem die Wechselwirkung eliminiert ist. Diese ist stattdessen Teil der transformierten Licht-
Materie-Wechselwirkung in Form der S-Matrix
H˜e−pt = g
[
b†X S(0,−∞) + bX†S(−∞, 0)
]
; (4.59)
dies a¨hnelt der Transformation des Independent-Boson-Modells im Falle der Ladungstra¨ger-
Phonon-Wechselwirkung (s. Gl. (4.18)). Eine Behandlung der System-Reservoir-Wechselwirkung
H˜e−pt in Born-Markov-Na¨herung fu¨hrt erneut auf Lindblad-Terme der Form Lb†X und LbX†
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mit den zugeho¨rigen Raten
γb†X =g2
∫ ∞
−∞
e iΔt
[
〈eih0tS(−∞, 0)e−ih0tS(0,−∞)〉R − 〈S(0,−∞)〉R
]
dt , (4.60)
γbX† =g2
∫ ∞
−∞
e−iΔt
[
〈eih0tS(0,−∞)e−ih0tS(−∞, 0)〉R − 〈S(−∞, 0)〉R
]
dt , (4.61)
worin die Erwartungswerte 〈 . 〉R im thermischen Gleichgewicht mit Bezug auf h0 auszuwerten
sind. Die thermischen Erwartungswerte der S-Matrix 〈S(0,−∞)〉R = 〈S(−∞, 0)〉R ergeben
lediglich einen konstanten Beitrag zur Fouriertransformation und a¨ndern folglich nicht die
Rate fu¨r Δ = 0. Jedoch spielen sie eine Rolle in der Renormierung der Wechselwirkungssta¨rke
des Jaynes-Cummings-Beitrags g 〈S(0,−∞)〉R und werden zu einem spa¨teren Zeitpunkt noch
einmal diskutiert. Die Raten erfu¨llen die Kubo-Martin-Schwinger Relation (s. Anhang B)
γb†X = eΔ/kBT γbX† , (4.62)
sodass lediglich die Berechnung einer Rate erforderlich ist. Die Auswertung von γbX† ist vor-
teilhaft, da die Zeitordnung des zugeho¨rigen Korrelators die folgende Vereinfachung erlaubt:
eih0t S(0,−∞) e−ih0t = eih0t e−ihX t S(0,−∞) = S(t, 0)S(0,−∞) . (4.63)
Hierbei ist S(0,−∞)e−ih0t = e−ihX tS(0,−∞), in U¨bereinstimmung mit der unita¨ren A¨quivalenz
von h0 und hX (s. Gl. (4.54)) und eih0te−ihX t = S(t, 0). Mit der Halbgruppeneigenschaft der
S-Matrix
S(t1, t2) = S(t1, t3)S(t3, t2) (4.64)
folgt schließlich
γbX† = g2
∫ ∞
−∞
e−iΔt 〈S(t, 0)〉R dt , (4.65)
mit
〈S(t, 0)〉R =
∞∑
n=0
(−i)n
n!
∫ t
0
dt1 . . .dtn 〈T W (t1) . . .W (tn)〉R . (4.66)
Eine Auswertung von 〈S(t, 0)〉 ist nicht mehr exakt mo¨glich, kann jedoch im Rahmen der
Linked-Cluster- (Kumulanten-)Entwicklung [1, 169] diagrammatisch erfolgen. Diese beinhaltet
eine Resummation in Gl. (4.66) und fu¨hrt auf
〈S(t, 0)〉R = exp (L1(t) + L2(t) + . . . ) , (4.67)
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Abbildung 4.10.: (a) Diagrammatische Darstellung der freien Greenschen Funktion. (b) Ele-
mentarer Wechselwirkungsvertex. (c) Die ersten drei verbundenen Diagramme L1, L2 und L3
der Linked-Cluster-Entwicklung in der Auswertung des thermischen Erwartungswertes der S-
Matrix. Zu beachten ist, dass durch das Zusammenfassen a¨quivalenter Diagramme der n-te
Term mit einem Faktor 1/n assoziiert ist.
wobei
Ln(t) =
(−i)n
n!
∫ t
0
dt1 . . .dtn 〈T W (t1) . . .W (tn)〉verb (4.68)
die Summe aller verbundenen Diagramme mit n internen und keinen externen Punkten ist.
Tatsa¨chlich existieren (n−1)! topologisch a¨quivalente Diagramme3, sodass sich in Gl. (4.68) die
Fakulta¨t zu 1/n reduziert. Es gelten alle Regeln zur Auswertung von Feynman-Diagrammen,
mit einem zusa¨tzlichen Faktor 1/n fu¨r ein Diagramm n-ter Ordnung. Die ersten Beitra¨ge
der Linked-Cluster-Entwicklung sind in Abb. 4.10 (c) dargestellt. Die internen Punkte re-
pra¨sentieren sa¨mtliche Quantenzahlen und laufen in der Zeit von 0 bis t. Negative Zeiten
t < 0 mu¨ssen nicht separat betrachtet werden, da 〈S(−t, 0)〉R = 〈S(0, t)〉R = 〈S(t, 0)〉∗R ist.
Eine durchgezogene Linie zwischen zwei Punkten (s. Abb. 4.10 (a)) entspricht der freien, zeit-
geordneten Greenschen Funktion
G0λk(t, t′) = −i 〈T λk(t)λ†k(t′)〉R = −i
[
Θ(t − t′)(1 − fλk ) − Θ(t′ − t)fλk
]
e−iε
λ
k(t−t′) (4.69)
fu¨r den Benetzungsschichtzustand |φλk〉. Die Wechselwirkung ist durch ein externes Potential
und nicht durch eine Vielteilchen-Wechselwirkung gegeben, wobei der elementare Wechselwir-
kungsvertex W λk,k′ in Abb. 4.10 (b) dargestellt ist. Im Folgenden beschra¨nken wir uns auf die
3Die a¨quivalenten Diagramme ergeben sich, indem man in Gl. (4.68) fu¨r einen festgehaltenen W -Operator alle
mo¨glichen Permutationen der verbleibenden n− 1 Operatoren betrachtet.
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ersten beiden Diagramme, d.h.
〈S(t, 0)〉R ≈ exp(L1(t) + L2(t)) (4.70)
mit
L1(t) = −
∑
λ,k
∫ t
0
dt1W λk,k G0λk(t1, t+1 ) ,
L2(t) = − 12
∑
λ,k,k′
∣∣∣W λk,k′∣∣∣2 ∫ t
0
dt1
∫ t
0
dt2 G0λk(t1, t2)G0λk′(t2, t1) ,
(4.71)
wobei t+1 inﬁnitesimal spa¨ter als t1 ist, um die Zeitordnung sicherzustellen.
Zu beachten ist, dass im Fall der Wechselwirkung mit Phononen dieses Resultat fu¨r das
Independent-Boson-Modell bereits exakt ist [169, 192]: Tatsa¨chlich ist das zugeho¨rige Poten-
tial durch ∑q Mq(b†−q − bq) gegeben (s. Gl. (4.13)) und die Anwendung des Wick-Theorems
zur Auswertung des thermischen Erwartungswertes in (4.66) la¨sst die Phononoperatoren stets
paarweise kontrahieren. Somit entsteht als elementares Diagramm die freie Phonon Greensche
Funktion
Dq(t, t′) = −i
〈
T
[
b†−q(t) − bq(t)
] [
b†−q(t′) − bq(t′)
]†〉
R
= −i
∑
q
[
(Nq + 1)e−iωq|t−t
′| + Nqeiωq|t−t
′|] , (4.72)
welche das einzige verbundene Diagramm in der Kumulanten Entwicklung (L2 in Gl. (4.67))
ist, und mit
L2(t) = − i2
∫ t
0
dt1
∫ t
0
dt2|Mq|2Dq(t, t′) (4.73)
direkt auf das Ergebnis des Independent-Boson-Modells (4.28) fu¨hrt.
Eine Auswertung der Integration in Gl. (4.71) ergibt letztlich
L1(t) = − i
∑
λ,k
W λk,k f
λ
k t , (4.74)
L2(t) =
∑
λ,k,k′
∣∣∣W λk,k′∣∣∣2(1 − fλk )fλk′ (e−i ελkk′ t − 1 + i ελkk′ t)(ελkk′)−2 , (4.75)
mit ελkk′ = ελk − ελk′ . Der Beitrag von Gl. (4.74) ist rein imagina¨r und fu¨hrt in Gl. (4.65),
analog zum Resultat der Schrieﬀer-Wolﬀ-Transformation, auf eine Verschiebung der Exziton-
Energie, welche wir in der Verstimmung Δ beru¨cksichtigen. Zusa¨tzliche Energierenormierun-
gen entstehen durch den Imagina¨rteil des L2-Terms. Zuvor haben wir gezeigt, dass die unita¨re
Transformation auf einen Jaynes-Cummings-Beitrag mit einer renormierten Kopplungskon-
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Abbildung 4.11.: Stationa¨rer Wert der mittleren Photonenzahl bei Beru¨cksichtigung
Coulomb-assistierter nichtresonanter Emission eines Quantenpunktes. Es wird eine Ladungs-
tra¨gerdichte in der Benetzungsschicht von 1012/cm2 und eine Temperatur von 77K ange-
nommen. (a) Ergebnis des Schrieﬀer-Wolﬀ-Verfahrens (SWA, durchgezogene Linie) und der
Streupotential-Methode (SPA, gestrichpunktete Linie) fu¨r identische (Linien ohne Punkte) und
unterschiedliche (Linien mit Punkten) Einhu¨llenden der Elektron- und Loch-Wellenfunktion.
In allen Rechnungen ist αh = 0.15/nm. Zum Vergleich ist die Rate der spontanen Emis-
sion (gepunktete Linie) fu¨r typische Parameter (g = 0.1/ps, κ = 0.1/ps, Γ = 0.01/ps,
P = 0.1/ps) gezeigt. (b) Einﬂuss artiﬁzieller Renormierung/Verbreiterung γ auf das Ergebnis
der Streupotential-Methode fu¨r unterschiedliche Einhu¨llenden αe/αh = 2, als Konsequenz un-
korrelierter Elektronen und Lo¨cher. Ohne Verbreiterung entspricht die gestrichpunktete Linie
dem Ergebnis in (a).
stanten g 〈S(−∞, 0)〉 fu¨hrt, welche folglich durch das Langzeitverhalten von Gl. (4.75) be-
stimmt ist. Der zugeho¨rige Realteil zeigt eine lineare Asymptotik, da sich [cos(εt) − 1]/ε2 =
−t sin2(εt/2)/(ε2t/2) fu¨r lange Zeiten wie −πδ(ε)t verha¨lt. Dies fu¨hrt auf einen exponentiellen
Zerfall von 〈S(t, 0)〉 fu¨r t → ∞ und impliziert, dass der Jaynes-Cummings-Hamiltonoperator
verschwindet und der koha¨rente Energietransfer zwischen Exziton und Kavita¨t ausschließlich
durch die Lindblad-Terme Lb†X und LbX† erfolgt. Paradox erscheint zuna¨chst, dass dies of-
fenbar unabha¨ngig von der Ladungstra¨gerdichte in der Benetzungsschicht ist. Allerdings muss
man hierbei bedenken, dass die Reservoir-Annahme eine relativ große Anzahl an Ladungs-
tra¨gern erfordert. Ein exponentielles Verhalten von 〈S(t, 0)〉 weist zudem auf einen langsamen
(Lorentz-fo¨rmigen) Zerfall der Fouriertransformierten hin und wu¨rde, entsprechend der Kubo-
Martin-Schwinger Bedingung (4.62), im Grenzfall großer Verstimmung Δ auf eine divergente
Rate γb†X fu¨hren. Fu¨r kurze Zeiten zeigt Gl. (4.75) jedoch ein quadratisches Verhalten, was
mit einer Gaußschen Form von 〈S(t, 0)〉 verbunden ist.
Numerische Ergebnisse In Abb. 4.11 (a) ist der stationa¨re Wert der mittleren Photonen-
zahl fu¨r ein typisches Quantenpunkt-Mikrokavita¨tssystem gezeigt und es werden die Resultate
des Schrieﬀer-Wolﬀ-Verfahrens (SWA, schwarze Linie) mit denen der Streupotential-Methode
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(SPA, gestrichpunktete rote Linie) verglichen. Die Zeitentwicklung des System-Dichteoperators
wird mithilfe der von-Neumann-Lindblad-Gleichung gelo¨st und entha¨lt neben den Kavita¨ts-
verlusten, der nicht-radiativen Rekombination des Exzitons und der inkoha¨renten Anregung
auch die eﬀektiven Lindblad-Terme Lb†X und LbX† . Wir betrachten eine hohe Ladungstra¨ger-
dichte in der Benetzungsschicht von nWL = 1012/cm2, wo entsprechend Abschnitt 4.3.1 eine
ausgepra¨gte nichtresonante Coulomb-assistierte Kopplung zu erwarten ist. Die Ergebnisse zei-
gen eine qualitative U¨bereinstimmung beider Methoden fu¨r große Verstimmung. Ein Vorteil
der nicht-perturbativen Streupotential-Methode ist jedoch, dass sie eine Ausdehnung der Re-
sultate auch auf kleine Verstimmungen erlaubt, wo das Schrieﬀer-Wolﬀ-Verfahren divergiert.
Zudem werden zusa¨tzliche Benetzungsschicht-induzierte Renormierungen beru¨cksichtigt, was
sich in einer Verschiebung der maximalen mittleren Photonenzahl zeigt. Im Vergleich zum Er-
gebnis einer Rechnung ohne Coulomb-assistierte Prozesse (gepunktete schwarze Linie) weisen
die Resultate beider Methoden eine eﬃziente Kopplung auch fu¨r Verstimmungen von bis zu
10meV auf.
Der Kompensationseﬀekt zwischen dem Elektron- und Loch-Potential, welcher fu¨r das Schrieﬀer-
Wolﬀ-Verfahren bereits diskutiert wurde (s. Abschnitt 4.3.1), gilt ebenso fu¨r die Streupotential-
Methode, da die Sto¨rung der Benetzungsschicht durch den gleichen Einteilchenoperator W
verursacht wird. Folglich tragen Elektronen und Lo¨cher nicht unabha¨ngig bei, sodass sich ei-
ne reduzierte mittlere Photonenzahl fu¨r einen lokal ladungsneutralen Quantenpunkt (Linien
ohne Punkte) ergibt. Eine Rechnung, die u¨ber eine Born-Markov Na¨herung fu¨r die System-
Bad-Wechselwirkung hinausgeht, z.B. durch Verwendung quantenkinetischer Methoden, wu¨rde
Quasi-Teilchen-Eigenschaften mit komplexen spektralen Strukturen anstatt der Frei-Teilchen-
Energien in Gl. (4.65) beinhalten [262]. In einfachster Na¨herung fu¨hrt das auf Lorentz-verbrei-
terte Energiespektren fu¨r Elektron und Loch. Jedoch sollte die Renormierung der Exziton-
Energie auch Korrelationen zwischen den beiden konstituierenden Teilchen enthalten, und
die reduzierte Wechselwirkung zwischen Quantenpunkt und Benetzungsschicht fu¨r lokal la-
dungsneutrale Exzitonen widerspiegeln. In diesem Fall sollte die Exziton-Renormierung, im
Vergleich zur Summe unabha¨ngig verbreiterter Elektron- und Loch-Energien, deutlich klei-
ner sein. In Abb. 4.11 (b) ist gezeigt, wie sich ku¨nstlich unkorrelierte Elektronen und Lo¨cher
auf die nichtresonante Kopplung auswirken. Zu diesem Zweck sind zusa¨tzliche Renormierun-
gen der Quantenpunkt-Exziton-Energie in Gl. (4.65) beru¨cksichtigt, indem diese entsprechend
εX → εX + iγ ersetzt wurden. Hierbei ist γ = γe + γh die Summe der unabha¨ngig verbreiter-
ten Elektron- und Loch-Energien. Zu sehen ist, dass eine zunehmende Gesamtverbreiterung
γ die nichtresonante Photonen-Emission deutlich erho¨ht. Obgleich dieser Eﬀekt ku¨nstlich ist,
so unterstreicht er die Notwendigkeit einer korrekten Verwendung von Korrelationen zwischen
Elektron und Loch, mit der Konsequenz einer reduzierten Eﬃzienz des assistierten Interband-
U¨bergangs.
Kapitel 5
Erzeugung nichtklassischen Lichtes mit
Halbleiter-Quantenpunkten
In den letzten Jahrzehnten wurden in Hinblick auf technologische Anwendungen große Fort-
schritte erzielt, quantenmechanische Eﬀekte zur Verarbeitung, U¨bertragung und Speicherung
von Informationen zu verwenden [91, 199, 203]. Die fundamentale Einheit der Quantenin-
formation ist das Quantenbit (Qubit), welches in Analogie zum klassischen Bit durch zwei
unabha¨ngige Zusta¨nde |0〉 und |1〉 repra¨sentiert ist und dessen Realisierbarkeit in unterschied-
lichen physikalischen Systemen demonstriert wurde [54, 68, 166, 186, 236]. Dem Quantensys-
tem ist dabei inha¨rent, dass der zugeho¨rige Zustandsraum alle koha¨renten Superpositionen
|Ψ〉 = α |0〉 + β |1〉 mit |α|2 + |β|2 = 1 entha¨lt. Ein Quantencomputer, dessen Algorithmen
hierauf basieren, kann daher bestimmte Aufgaben wesentlich eﬃzienter lo¨sen als es klassisch
mo¨glich wa¨re. Beispiele hierfu¨r sind die Faktorisierung großer Zahlen [168, 174, 257], das Durch-
suchen von Datenbanken [99, 151] sowie die Simulation komplexer quantenmechanischer Sys-
teme [161].
Daneben kann durch die U¨bertragung von Quantenzusta¨nden zwischen entfernten Orten eine
intrinsisch sichere Kommunikation realisiert werden [91]. Das von Bennett und Brassard vor-
geschlagene Protokoll [22] basiert dabei auf dem fundamentalen physikalischen Prinzip, dass
Quanteninformation im Allgemeinen nicht kopiert werden kann, ohne das zur Kodierung ver-
wendete Quantensystem zu sto¨ren. Dies ermo¨glicht es, einen geheimen Schlu¨ssel auf sichere
Weise auszutauschen, da bereits der Versuch, diesen abzuho¨ren, zuverla¨ssig detektiert wird.
Zentraler Bestandteil der Quantenkryptographie sind einzelne Photonen, die auf Grund der
hohen U¨bertragungsgeschwindigkeit, der geringen Dekoha¨renz sowie der einfachen Manipu-
lierbarkeit als Tra¨ger der Quanteninformation verwendet werden. Die Kodierung des Qubits
kann hierbei in unterschiedlichen Freiheitsgraden, wie z.B. den Photonenmoden und der Zeit,
erfolgen [37, 90, 203]. Zudem ist die Verwendung einzelner Photonen und linearer Optik ein
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vielversprechender Ansatz in Hinblick auf die Implementierung eﬃzienter Quantengatter [142],
die zur Durchfu¨hrung logischer Operationen in Quantencomputern beno¨tigt werden [199]. Eine
technologische Herausforderung stellt jedoch die Realisierung von Quellen einzelner Photonen
dar, die diese zuverla¨ssig und mit hoher Repetitionsrate erzeugen. Klassische Quellen, wie z.B.
stark abgeschwa¨chte Laser, besitzen eine endliche Wahrscheinlichkeit, kein oder mehr als ein
Photon zu emittieren, was den Wirkungsgrad und die Zuverla¨ssigkeit in Bezug auf Anwen-
dungen in der Quanteninformationsverarbeitung einschra¨nkt. Alternativ kann die spontane
Emission einzelner Quantenemitter verwendet werden, um einzelne Photonen mit hoher Eﬃ-
zienz zu erzeugen, was mit unterschiedlichen Systemen demonstriert wurde [98].
Halbleiter-Quantenpunkte besitzen eine Vielzahl von Qualita¨ten, die sie zu ausgezeichneten
Quellen einzelner Photonen machen [183, 211], wie z.B. niedrigen Jitter, hohe Temperatursta-
bilita¨t und Emissionsfrequenzen, die u¨ber einen großen Bereich eingestellt werden ko¨nnen. In
Hinblick auf Bauteilanwendungen ko¨nnen Quantenpunkte in Heterostrukturen integriert und
elektrisch kontaktiert werden [220, 305]. Eine deterministische Erzeugung einzelner Photonen
la¨sst sich zudem durch gepulste Anregung erreichen [183] und wurde fu¨r elektrisch betriebene
Quantenpunkte mit einer Emssion im nahinfraroten [21, 110, 162], roten [221] und Telekom-
Spektralbereich [292] realisiert. Zudem ermo¨glichen diese Quellen eine eﬃziente Implemen-
tierung komplexer Quantenalgorithmen; aktuell wurde die prinzipielle Realisierbarkeit eines
Quantenschlu¨sselaustauschs unter Verwendung einer integrierten und elektrisch betriebenen
Einzel-Photonen-Quelle auf Basis von Quantenpunkten demonstriert [111].
In Abschnitt 5.1 untersuchen wir den Einﬂuss gepulster Anregung auf die Einzel-Photonen-
Emission einzelner Quantenpunkte. Unter Verwendung einer mikroskopischen Theorie [80] ge-
ben wir eine quantitative Beschreibung der zugrunde liegenden Physik und schlagen vor, elek-
trisch betriebene Quellen im Regime starker Anregung zu betreiben. Als Konsequenz ist die
Gu¨te der Einzel-Photonen-Emission nicht mehr durch die Pulsla¨nge limitiert, was in Koorpe-
ration mit der experimentellen Gruppe von Prof. Peter Michler in Stuttgart fu¨r ein elektrisch
betriebenes Bauteil nachgewiesen wurde [137].
Deterministische Quellen polarisationsverschra¨nkter Photonen sind zentraler Bestandteil vieler
Protokolle der Quanteninformationsverarbeitung [203, 231]. Halbleiter-Quantenpunkte sind fu¨r
diesen Zweck hervorragend geeignet, da in der kaskadierten Emission des Biexzitons die Wegin-
formation des Zerfalls nicht enthalten ist, sodass die beiden emittierten Photonen verschra¨nkt
sind [3, 23, 265], d.h. einen nichtseparablen Zustand bilden, der nichtlokale Quantenkorrela-
tionen zeigt [19, 119]. Jedoch erweist sich die Feinstrukturaufspaltung des Exzitons als limitie-
render Faktor fu¨r den erreichbaren Verschra¨nkungsgrad in diesen Systemen [43, 44, 103, 279].
Diese wird durch ra¨umliche Anisotropien der Exzitonen-Wellenfunktion hervorgerufen, welche
u.a. durch die Geometrie des Quantenpunktes, Unordnungseﬀekte in der Legierung des Quan-
tenpunktmaterials sowie durch lokale Verspannungsfelder verursacht sind [94, 250, 258]. Große
Anstrengungen wurden daher unternommen, um diese Feinstrukturaufspaltung des Exzitons
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zu reduzieren, indem die strukturellen Eigenschaften [185] und Wachstumsbedingungen [267]
verbessert, alternative Materialien fu¨r Quantenpunkte untersucht [109], oder indem externe
elektrische [85], magnetische [265] oder Verspannungsfelder [251] angelegt wurden.
In Abschnitt 5.3 verwenden wir einen alternativen Prozess zur Erzeugung polarisationsver-
schra¨nkter Photonenpaare mit Halbleiter-Quantenpunkten [245] und vermeiden so die Ein-
schra¨nkungen oben genannter Ansa¨tze.
5.1. Erzeugung einzelner Photonen mit elektrisch betriebenen Quan-
tenpunkten unter gepulster Anregung
Zentraler Bestandteil von Anwendungen der Quanteninformation sind Einzel-Photonen-Quellen
mit hoher Auskoppeleﬃzienz und hoher Repetitionsrate. Dies kann durch eine gerichtete und
infolge des Purcell-Eﬀektes versta¨rkte spontane Emission in Anwesenheit optischer Mikro-
kavita¨ten erreicht werden [55, 115, 217]. Die Erzeugung einzelner Photonen erfolgt dabei
stets nach dem gleichen Prinzip: Nach der Anregung von Ladungstra¨gern durch optische oder
elektrische Pulse ko¨nnen Elektronen und Lo¨cher anschließend auf einer ps-Zeitskala durch
Coulomb- oder Phonon-Wechselwirkung in den Quantenpunkt relaxieren (s. Abschnitt 2.4).
Die Anregungen des Quantenpunktes ko¨nnen mehr als einen Ladungstra¨ger beinhalten, sodass
sich Multi-Exziton-Konﬁgurationen bilden. Im Gegensatz zu Atomen ist der energetische Ab-
stand der Konﬁgurationen infolge der Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Quantenpunkt-
Ladungstra¨gern klein und als Konsequenz tragen mehrere Konﬁgurationen zur Rekombinati-
onsdynamik bei [87, 227]. Durch eine spektral geﬁlterte Messung, z.B. des Exziton-U¨berganges
(1Xs), kann die Emission eines einzelnen Photons erhalten werden [276], da es ein Schritt in ei-
ner Kaskade von zerfallenden Multi-Exziton-Zusta¨nden [188] mit U¨berga¨ngen unterschiedlicher
Energie ist [87].
Die deterministische Erzeugung einzelner Photonen basiert jedoch auf Anregungspulsen, die
im Vergleich zur Rekombinationszeit kurz sind. Andernfalls wird das System wa¨hrend des
Pulses erneut angeregt und das Photonen-Antibunching geht verloren [63, 196, 213, 255]. Um
entsprechend hohe Repetitionsraten zu erzielen, werden u¨berwiegend kurze und schwache op-
tische Pumppulse verwendet [255], was jedoch keine praktikable Lo¨sung fu¨r Anwendungen in
integrierten Bauteilen ist.
Tatsa¨chlich ist die Pra¨senz zusa¨tzlicher Ladungstra¨ger in den unterschiedlichen lokalisierten
Zusta¨nden entscheidend fu¨r die korrekte Beschreibung eingebetteter Quantenpunkt-Systeme.
Hierbei spielen die Streu- und Zerfallsdynamik, zusammen mit den zugeho¨rigen Coulomb-
Eﬀekten, sowie der Einﬂuss der kontinuierlichen Zusta¨nde der Benetzungsschicht und des Bar-
rierenmaterials eine wesentliche Rolle.
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Im Folgenden gehen wir daher einen alternativen Weg und schlagen vor, den Quantenpunkt im
Regime starker Anregung zu betreiben. Wie wir im Rahmen eines Halbeitermodells zeigen wer-
den, stellt dies sicher, dass wa¨hrend des Pulses mehr als ein Elektron-Loch Paar im Quanten-
punkt vorhanden ist. Als Resultat der Coulomb-Wechselwirkung ist die Exziton-Rekombination
wa¨hrend des Pumppulses vollsta¨ndig unterdru¨ckt. Die Einzel-Photonen-Emission durch die
Exziton-Rekombination erfolgt dann zum Ende des Pumppulses und das Antibunching ist
praktisch unabha¨ngig von der Pulsdauer.
Wir werden im Folgenden die Gu¨te der Einzel-Photonen-Emission eines einzelnen Quanten-
punktes nach gepulster Anregung quantiﬁzieren und insbesondere die Abha¨ngigkeit von der
Anregungsintensita¨t innerhalb des vorgeschlagenen Modells untersuchen, das mehrere diskrete
Einteilchen-Zusta¨nde mit einem energetischen Abstand im meV Bereich beru¨cksichtigt. Diese
ist typischerweise durch ein Photonen-Antibunching charakterisiert und spiegelt sich in der
Autokorrelationsfunktion zweiter Ordnung wieder. Hierbei handelt es sich um eine zwei-zeitige
Gro¨ße und in Kombination mit einer gepulsten Anregung muss eine geeignete Mittelung u¨ber
beide Zeitargumente erfolgen, was wir im Detail beschreiben werden.
Dieser Abschnitt basiert im Wesentlichen auf den Ergebnissen aus [80].
5.1.1. Theoretisches Modell
Wir betrachten im Folgenden einen einzelnen selbstorganisiert gewachsenen Quantenpunkt mit
zwei (spin-entarteten) gebundenen Zusta¨nden fu¨r Elektronen (|3〉 , |4〉) und Lo¨cher (|1〉 , |2〉),
siehe Abb. 2.1. Ferner beschra¨nken wir uns auf Interband-U¨berga¨nge, die zwischen gleichen
Schalen stattﬁnden, was fu¨r linsenfo¨rmige Quantenpunkte eine ada¨quate Annahme ist.
In Hinblick auf Bauteilanwendungen ist das Injizieren von Ladungstra¨gern durch elektrische
Anregung praktikabel. Durch die Limitierung aktuell verfu¨gbarer Pulsgeneratoren ist die An-
regungspulsbreite allerdings auf eine Gro¨ßenordnung von 100 ps beschra¨nkt. Zudem entha¨lt
eine Kavita¨t typischerweise mehr als einen Quantenpunkt, der zur Emission einer einzelnen
Mode beitragen kann, selbst wenn die optischen U¨berga¨nge spektral um mehrere meV ver-
stimmt sind, siehe Kapitel 4. Daher werden wir eine Kavita¨t mit einem unteren Bragg-Spiegel
hoher Reﬂektivita¨t annehmen, um eine gerichtete Emission zu erhalten. Andererseits ist die
Gu¨te aber klein genug, sodass eine Emission in den freien Raum angenommen werden kann.
In einem Regime, in dem die Linienbreite infolge der Dephasierung klein genug ist, sodass die
U¨bergangsenergien der verschiedenen Konﬁgurationen wohl separiert sind, kann die Emission
eines Photons durch die Abregung eines Exziton ausgedru¨ckt werden [279].
Der Hilbertraum ist durch die endliche Anzahl lokalisierter Zusta¨nde, die durch Ladungstra¨ger
besetzt werden, auf natu¨rliche Weise beschra¨nkt. Fu¨r den betrachteten Quantenpunkt erlaubt
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dies eine direkte Lo¨sung der von-Neumann-Lindblad-Gleichung
d
dt
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(5.1)
fu¨r die Dichtemarix ρ(t) im Wechselwirkungsbild. Die fermionischen Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren sind durch a†i,ξ und ai,ξ bezeichnet und entsprechen den vier Zusta¨nden
i = |1〉 . . . |4〉 sowie dem Spin ξ, vgl. Abb. 2.1. Die erste Zeile in Gl. 5.1 ist der von-Neumann
Anteil mit Bezug auf den Hamiltonoperator der Coulomb-Wechselwirkung. Dieser wird als
diagonal in der Konﬁgurationsbasis angenommen und entha¨lt direkte (Hartree-)Terme und
Austausch-Beitra¨ge, die zu einer energetischen Separation der verschiedenen exzitonischen
U¨berga¨nge fu¨hren (s. Abschnitt 2.2).
Das Zustandekommen der oben genannten Lindblad-Terme soll kurz erla¨utert werden. Wie wir
in Abschnitt 2.4 illustriert haben, sind Quantenpunkte eingebettete Systeme, wodurch deren
Dynamik stark von der Kopplung der lokalisierten Quantenpunkt-Zusta¨nde und dem (Quasi-)
Kontinuum an Benetzungsschicht-Zusta¨nden und Photonenmoden beeinﬂusst wird. Wa¨hrend
erstere eine eﬃziente Ladungstra¨gerstreuung in den Quantenpunkt durch die Coulomb- und
Elektron-Phonon-Wechselwirkung ermo¨glichen, fu¨hrt letztere zu einer Rekombination der La-
dungstra¨ger durch spontane Emission. Die Reservoir-basierte Behandlung der spontanen Emis-
sion verhindert dabei ein Feedback der emittierten Photonen auf das System, was durch die
Kavita¨t niedriger Gu¨te gerechtfertigt ist. Die zweite Zeile in Gl. 5.1 beschreibt die Relaxation
fu¨r die Indexpaare (i, j) = (1, 2), (3, 4) und die Rekombination fu¨r (i, j) = (2, 3), (1, 4), mit
den Raten γij , entsprechend eines Prozesses |j〉 → |i〉. Diese Beitra¨ge folgen aus einer Born-
Markov-Beschreibung der verschiedenen Reservoire. Auf a¨hnliche Art und Weise modellieren
die letzten beiden Zeilen in Gl. 5.1 den Pumpprozess nach einer gepulsten Anregung durch
Injektion von Elektronen (Lo¨chern) aus der Benetzungsschicht in den energetisch ho¨chsten
(niedrigsten) Quantenpunkt-Zustand. Der Einfangprozess wird fu¨r Elektronen und Lo¨cher als
unabha¨ngig voneinander und mit einer zeitabha¨ngigen Rate Γ(t) angenommen.
5.1.2. Charakterisierung der Einzel-Photonen-Emission
In der zu beschreibenden experimentellen Situation wird das System von einer Folge von recht-
eckfo¨rmigen Pulsen der Breite Δ, Ho¨he Pmax und einer hinreichend langen Repetitionszeit T
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angeregt. Hierdurch relaxiert der Quantenpunkt zwischen den Pulsen in seinen Grundzustand,
bevor ein neuer Anregungszyklus beginnt, sodass eine deterministische Erzeugung einzelner
Photonen ermo¨glicht wird. Dabei ist die Pulsbreite (typischerweise kleiner als 1 ns) zuzu¨glich
der Zerfallszeit (einige hundert ps) viel ku¨rzer als die Repetitionszeit (mehrere 10 ns), sodass
die Entwicklung des Systems periodisch in jedem Anregungszyklus ist.
Im Experiment wird zur Charakterisierung der statistischen Eigenschaften der Photonen-
Emission die normierte Korrelationsfunktion zweiter Ordnung g(2)(τ) verwendet, wobei τ die
Verzo¨gerungszeit zwischen zwei Emissionsereignissen ist [182]. Unter gepulster Anregung weist
diese Funktion eine Serie von Korrelationspeaks mit der Periode T auf (s. Abb 5.4). Fu¨r ei-
ne koha¨rente Lichtquelle ist die Anzahl an Koinzidenzen pro Puls identisch, da die Emission
einer Poissonstatistik folgt und die Photonen vollsta¨ndig unkorreliert sind. Hingegen ist eine
Einzel-Photonen-Quelle mit Antibunching assoziiert, was darauf hindeutet, dass, nachdem das
erste Photon detektiert wurde, die Wahrscheinlichkeit, ein zweites im gleichen Zyklus zu mes-
sen, unterdru¨ckt ist. In diesem Fall sind die Koinzidenzen fu¨r |τ | < T im Vergleich zum Fall
unkorrelierter Emission reduziert und verschwinden vollsta¨ndig im idealen Fall, wenn genau
ein Photon pro Puls emittiert wird. Um dies theoretisch zu quantiﬁzieren, verwenden wir die
Autokorrelation zweier Emissionsereignisse und vergleichen die Situationen beider Zeiten im
selben oder in unterschiedlichen Anregungszyklen.
Berechnung der Autokorrelationsfunktion Fu¨r eine verlustreiche Kavita¨t kann die Autokor-
relationsfunktion in Termen elektronischer Operatoren formuliert werden:
G(2)(t, τ) = 〈σ†(t)σ†(t + τ)σ(t + τ)σ(t)〉 , (5.2)
wobei das 1Xs-Exziton entweder erzeugt (σ† = |1Xs↑〉 〈0X| + |1Xs↓〉 〈0X|) oder vernichtet
wird (σ). Zur Berechnung dieses zwei-zeitigen Erwartungswertes verwenden wir das Quanten-
Regressionstheorem [83], dessen Anwendung die nachfolgenden Schritte beinhaltet: Um die
Gro¨ße G(2)(t, τ) zu erhalten, wird die von-Neumann-Lindblad-Gleichung (5.1) bis zum Zeit-
punkt t gelo¨st, wobei sich das System anfangs in seinem Grundzustand beﬁndet ρ(t = 0) =
|0X〉 〈0X|. Die Anwendung des Quanten-Regressionstheorems liefert eine modiﬁzierte Anfangs-
dichtematrix fu¨r die zweite Zeitentwicklung mit der Verzo¨gerungszeit τ
ρ˜(τ = 0) = σρ(t)σ† = n0(t) |0X〉 〈0X| , (5.3)
worin n0(t) die Realisierungswahrscheinlichkeit der Konﬁguration des Exzitons zur Zeit t ist,
unabha¨ngig von seinem Spin. Der Index bezeichnet dabei die Startzeit der Entwicklung, welche
in diesem Fall t = 0 ist.
Die Anfangsbedingung fu¨r die τ -Entwicklung ist bis auf einen Vorfaktor erneut durch den
Grundzustand gegeben, wobei jedoch zu beachten ist, dass es sich bei der Startzeit um t
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handelt. Folglich wird das System wa¨hrend der τ -Entwicklung nur von einem um diesen Betrag
verku¨rzten Puls angeregt. Die Resultate fu¨r die t- und τ -Entwicklung sind im Allgemeinen
verschieden, obgleich die Anfangsbedingung (bis auf einen Skalierungsfaktor) identisch ist. Die
zwei-zeitige Korrelationsfunktion folgt dann aus
G(2)(t, τ) = 〈σ†(τ)σ(τ)〉ρ˜ = Sp
{
σ†σρ˜(τ)
}
= n0(t)nt(t + τ) . (5.4)
Die charakteristischen Eigenschaften der Lichtquelle sind hierbei in der Verzo¨gerungszeit τ ent-
halten. U¨ber den Emissionszeitpunkt des ersten Photons, der lediglich den Start der Messung
deﬁniert, fu¨hren wir eine Mittelung durch, indem wir u¨ber einen vollsta¨ndigen Anregungszyklus
integrieren:
G(2)(τ) =
T∫
0
dtG(2)(t, τ) . (5.5)
Oﬀensichtlich existiert ein essentieller Unterschied, ob die Zeit t + τ des zweiten Ereignisses
zu einem Zyklus des ersten oder zweiten (oder jedes weiteren) Anregungspulses geho¨rt. Um
diesen Unterschied zu verdeutlichen, bezeichnen wir das obige Ergebnis fu¨r den ersten Fall mit
G
(2)
I (τ) und im zweiten Fall mit G
(2)
II (τ).
Falls die Zeit t des ersten Ereignisses gro¨ßer ist als die Pulsbreite Δ und das zweite Ereignis
noch im ersten Anregungszyklus liegt, so verschwindet die Autokorrelationsfunktion, da das
System nicht erneut angeregt werden kann, um ein zweites Photon zu emittieren. Genauer ist
nt(t + τ) = 0 fu¨r t > Δ und t + τ < T . Folglich reduziert sich G(2)I (τ) auf
G
(2)
I (τ) =
Δ∫
0
dt n0(t)nt(t + τ), (5.6)
wodurch deutlich wird, dass diese Gro¨ße nur auf die Exziton-Besetzung n0(t) wa¨hrend des
Pulses sensitiv ist. Wie wir im Folgenden zeigen werden, spielt dies eine besondere Rolle in
Bezug auf die Bedingung fu¨r die Existenz von Photonen-Antibunching.
Wenn das zweite Ereignis in einem darauf folgenden Anregungszyklus stattﬁndet, so ist dieses
Ereignis zum ersten vollsta¨ndig unkorreliert. Wa¨hrend des neuen Pumppulses wiederholt das
System die Zeitentwicklung des ersten Zyklus’ und die zweite Emission ist ein perfektes Replikat
der ersten, die jedoch zu einem spa¨teren Zeitpunkt stattﬁndet: nt(t+τ) = n0(t+τ −T ). Daher
folgt
G
(2)
II (τ) =
T∫
0
dt n0(t)n0(t + τ − T ) , (5.7)
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Abbildung 5.1.: (a) Unnormierte Autokorelationsfunktion G(2)I (τ) in Abha¨ngigkeit von der
Verzo¨gerungszeit τ und fu¨r verschiedene Anregungsleistungen. (b) Zeitentwicklung der 1Xs
Exziton-Besetzung fu¨r verschiedene Pumpsta¨rken Pmax und eine feste Pulsbreite Δ von 500 ps.
Die Pulsform ist schematisch als schattierte Fla¨che gezeigt und illustriert die zeitabha¨ngige
Pumprate Γ(t), eingefu¨hrt in Gl. (5.1).
worin die Exziton-Besetzung n0(t) auch dann zu dem Resultat beitra¨gt, nachdem der Puls
voru¨ber ist.
Entsprechend der obigen Diskussion vergleichen wir die Autokorrelationsfunktion G(2)(τ) fu¨r
zwei aufeinander folgende Anregungspulse: Das Verha¨ltnis der Koinzidenzen des ersten Pulses
mit denen des zweiten (oder jedes spa¨teren) ergibt den Wert einer ”eﬀektiven“ Autokorrelati-
onsfunktion g(2)0 :
g
(2)
0 =
∫
dτ G(2)I (τ)∫
dτ G(2)II (τ)
. (5.8)
Die τ -Integration ist auf natu¨rliche Weise beschra¨nkt, da sich der Quantenpunkt nach dem
Ende des Pulses nur eine endliche Zeit im angeregten Zustand beﬁndet. Der Wert von g(2)0
ermo¨glicht hierbei eine quantitative Beurteilung und gibt an, wie wahrscheinlich es ist, zwei
Emissionsereignisse im gleichen Zyklus vorzuﬁnden, normiert auf die Wahrscheinlichkeit, beide
Ereignisse in verschiedenen Zyklen zu beobachten.
5.1.3. Diskussion der Autokorrelationsfunktion
Mit den Ergebnissen des vorigen Abschnitts soll nun die Autokorrelationsfunktion G(2)(τ) fu¨r
die Rekombination am Exziton-U¨bergang in Abha¨ngigkeit von der Anregungssta¨rke untersucht
werden. In Abb. 5.1 sind die Resultate fu¨r eine Anregungspulsbreite von Δ = 500 ps und
verschiedene Anregungssta¨rken gezeigt, wobei wir fu¨r die s- und p-Rekombinationsraten γ14 =
γ23 = 1/500 ps und fu¨r die Intraband-Relaxationsraten γ12 = γ34 = 1/100 ps angenommen haben.
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Als erstes diskutieren wir die Ergebnisse fu¨r schwache Anregungspulse (durchgezogene Linie
in Abb. 5.1 (a)), wo die Ladungstra¨gerdynamik innerhalb des Quantenpunktes viel schneller als
der Pumpprozess ist. Ladungstra¨ger werden wa¨hrend des Anregungspulses in die Quantenpunkt-
p-Zusta¨nde eingefangen, von wo aus eine Relaxation in die s-Zusta¨nde stattﬁndet. Die Zeit,
bevor ein Photon an der Exziton-Resonanz emittiert wird, ist durch den langsamsten Prozess
auf dem Weg dorthin bestimmt. Dies zeigt sich in der Anstiegszeit der Autokorrelationsfunk-
tion, hier im Intervall von 0 bis 500 ps. Nachdem der Puls voru¨ber ist, kehrt das System auf
der Zeitskala der Rekombinationszeit in seinen Grundzustand zuru¨ck.
Mit zunehmender Anregungsleistung ergibt sich eine signiﬁkante A¨nderung des Anstiegver-
haltens. Die Ursache hierfu¨r liegt in der Erzeugung von Multi-Exziton-Konﬁgurationen; die-
se wird wahrscheinlicher, wenn der Ladungstra¨ger-Einfang im Vergleich zu anderen Prozes-
sen im Quantenpunkt dominiert. Als Konsequenz ist die Wahrscheinlichkeit reduziert, dass
die Exziton-Konﬁguration wa¨hrend des Pulses realisiert ist, und damit auch die Photonen-
Emission auf dem zugeho¨rigen optischen U¨bergang. Dieses Verhalten ist in Abb. 5.1 (b) de-
monstriert, wo die Realisierungswahrscheinlichkeit der Exziton-Konﬁguration als Funktion der
Anregungsleistung fu¨r eine feste Pulsbreite dargestellt ist. Mit der Zeitentwicklung steigt die
Wahrscheinlichkeit zuna¨chst an, da Ladungstra¨ger in das anfa¨nglich leere System eingefan-
gen werden und die s-Schale zunehmend besetzt wird. Da das Exziton jedoch nicht schneller
rekombinieren kann als zusa¨tzliche Ladungstra¨ger in weiteren lokalisierten Zusta¨nden akkumu-
liert werden, sinkt die Wahrscheinlichkeit anschließend wieder. Fu¨r ho¨here Pumpraten erfolgt
dies bereits zu fru¨heren Zeiten und fu¨hrt bei Pumpraten u¨ber 10−2/ps zu einer vollsta¨ndigen
Unterdru¨ckung der Exziton-Konﬁguration. Lediglich nachdem der Anregungspuls vorbei ist,
zerfallen die Multi-Exziton-Konﬁgurationen und es kann eine Emission am Exziton-U¨bergang
als letzter Schritt in dieser Kaskade stattﬁnden.
Unter der Annahme, dass die Photonen auf der Emissionsfrequenz des Exzitons detektiert wer-
den, kann das Verhalten der Autokorrelationsfunktion G(2)(τ) vollsta¨ndig in Hinblick auf die
obigen Diskussion verstanden werden, da die Korrelation zwischen den Emissionsereignissen
in engem Zusammenhang mit der Realisierungswahrscheinlichkeit der Exziton-Konﬁguration
steht, wie wir im vorigen Abschnitt gezeigt haben. Insgesamt ergibt sich eine Reduktion der
Koinzidenzen in G(2)I (τ), infolge des verzo¨gerten Anstiegs wa¨hrend des Anregungspulses. Be-
denkt man, dass das Photonen-Antibunching durch g(2)(0) in Gl. (5.8) charakterisiert ist, so
fu¨hrt dieser Eﬀekt zu einer verbesserten Einzel-Photonen-Emission, wie nachfolgend erkla¨rt
wird.
Die Abha¨ngigkeit des Photonen-Antibunchings von der Pumpsta¨rke besitzt ein nicht-monotones
Verhalten, wie in Abb. 5.2 gezeigt ist. Die niedrigste Kurve entspricht der Situation, die in
Abschnitt 5.1.3 diskutiert wurde. Zu sehen ist, dass die Wahrscheinlichkeit, mehr als ein Pho-
ton zu emittieren, mit der Anregungsleistung zuna¨chst zunimmt. Dies ist zu erwarten, da die
Pulsbreite in diesem Fall nicht deutlich kleiner als die Rekombinationszeit ist, sodass das Sys-
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Abbildung 5.2.: Normierte Autokorrelationsfunktion fu¨r verschwindende Verzo¨gerungszeit
als Funktion der Pumprate fu¨r verschiedene Relaxationsraten (γ12 = γ34). Die niedrigste Kurve
entspricht den Parametern, die in Abb. 5.1 verwendet wurden.
tem wa¨hrend des Pulses erneut angeregt werden kann, vorausgesetzt, Ladungstra¨ger werden
hierfu¨r bereitgestellt. Aus diesem Grund basieren die meisten Experimente zu Einzel-Photonen-
Quellen mit gepulster Anregung auf kurzen und schwachen Pulsen.
Weniger erwartet ist hingegen die Reduktion bei hohen Pumpraten. Diese ist bedingt durch die
Realisierung von Multi-Exziton-Konﬁgurationen auf Kosten des einzelnen Exziton-Zustands.
Der Einﬂuss der Multi-Exzitonen-Zusta¨nde auf das Photonen-Antibunching kann im Rahmen
der Diskussion in Abschnitt 5.1.2 und der Resultate aus Abb. 5.1 erkla¨rt werden: Die Unter-
dru¨ckung der Besetzung des einzelnen Exzitons wa¨hrend des Pulses bei starker Anregung (vgl.
Abb. 5.1 (b)) reduziert den Za¨hler in Gl. (5.8). Auf der anderen Seite ist der Nenner durch die
sta¨rkere Emission nach dem Puls erho¨ht, was letztlich auf einen verminderten g(2)0 -Wert fu¨hrt.
Der Peak in Abb. 5.2 separiert hierbei zwei Regime: Auf der linken Seite des Peaks beﬁndet
sich das Regime niedriger Anregung, wo die Einfangrate langsamer als die Relaxationsrate im
System ist. Die rechte Seite des Peaks deﬁniert ein Regime, in dem durch starkes Pumpen mehr
Anregungen wa¨hrend des Pulses in das System gebracht werden. Die Realisierungswahrschein-
lichkeit der Exziton-Konﬁguration ist hierbei unterdru¨ckt durch den Anregungspuls, sodass
die Gu¨te der Einzel-Photonen-Emission dadurch verbessert werden kann, dass die Anregungs-
leistung weiter erho¨ht wird. Der diskutierte Eﬀekt ist hauptsa¨chlich durch die Balance der
Raten von Ladungstra¨ger-Erzeugung und Intraband Ladungstra¨ger-Relaxation bestimmt. Ei-
ne Erho¨hung der Relaxationsrate verschiebt die Kurve eﬀektiv zu ho¨heren Werten von g(2)0 .
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Abbildung 5.3.: Schematische Darstellung der elektrisch betriebenen Einzel-Photonen-
Quelle. Die Verwendung der Abbildung erfolgt mit freundlicher Genehmigung von Fabian
Hargart.
5.2. Vergleich mit Experimenten
Die folgenden Ergebnisse basieren auf [137] und sind in Koorperation mit der Universita¨t
Stuttgart entstanden, wobei die Herstellung und Charakterisierung der Proben in den Gruppen
von Prof. Peter Michler und Michael Jetter erfolgt ist.
Es wurden InP Quantenpunkte untersucht, die mittels Metallorganischer Gasphasenepitaxie
auf einem GaAs Substrat gewachsen wurden. Um die Sammeleﬃzienz zu erho¨hen, wurde ein
n-dotierter Bragg-Spiegel mit 45 (50, Probe 3) λ/4 Paaren unterhalb der aktiven Region plat-
ziert. Die Quantenpunkte wurden in intrinsische Ga0.51In0.49P Barrieren eingebettet, die von
teilweise dotierten (Al0.55Ga0.45)0.51In0.49P Schichten umgeben sind. Im Falle der Proben 1 und
2 vervollsta¨ndigt ein p-dotierter oberer Bragg-Spiegel, bestehend aus 8λ/4 Paaren, die Kavita¨t
niedriger Gu¨te Q. Fu¨r eine detailliertere Beschreibung siehe Ref. [244]. Nach dem Wachstum
wurden Mesas mit einem Durchmesser von 100μm prozessiert und durch Aufdampfen ohm-
scher Kontakte ist es mo¨glich, einen Strom in die aktive Region zu injizieren. Die Probe 2
entha¨lt zudem eine Oxidapertur, die den Strompfad und das emittierte Licht einschließt. Eine
schematische Darstellung ist in Abb. 5.3 gegeben. Die Proben wurden auf ca. 20K abgeku¨hlt
und die Quantenpunkte mit elektrischen Pulsen angeregt. Mit einem Hanbury-Brown und
Twiss Aufbau [104], bestehend aus einem 50/50 Strahlteiler und zwei Avalanche-Photodioden
mit hoher Zeitauﬂo¨sung (40 ps bei 20% Detektoreﬃzienz), wurde anschließend die Photonen-
Autokorrelation gemessen und der Einﬂuss der Breite des Anregungspulses auf die Reinheit
der Einzel-Photonen-Emission untersucht.
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Abbildung 5.4.: Links: Gemessene Autokorrelation eines einzelnen Quantenpunktes als
Funktion der Breite des Anregungspulses fu¨r zwei verschiedene Proben bei einer Repetiti-
onsrate von 100 und 200MHz. Die Ho¨he der Maxima wurde auf eins normiert. Im Falle von
(a) Quantenpunkt 1 ist die Exziton-Besetzung deutlich unterhalb der Sa¨ttigung und (b) Quan-
tenpunkt 3 wurde die Messung in Sa¨ttigung durchgefu¨hrt. Rechts: Zeitaufgelo¨ste Messung der
Emission fu¨r zwei verschiedene Pulsbreiten (200 ps und 1000 ps) auf (c) dem Exziton-U¨bergang
(X) eines einzelnen Quantenpunktes fu¨r schwache Anregung und (d) dem Exiziton- (X) und
Biexziton-U¨bergang (XX) eines anderen Quantenpunktes bei hoher Anregungsleistung. Die
vertikalen Linien markieren das Ende des jeweiligen Anregungspulses.
Zuna¨chst wurden Messungen fu¨r Anregungsleistungen unterhalb der Sa¨ttigung (≤ 0.1 · Psat)
durchgefu¨hrt, siehe Abb. 5.4 (a). Ist die Pulsbreite im Vergleich zur Rekombinationszeit kurz,
so sind die Koinzidenzen bei verschwindender Verzo¨gerungszeit deutlich unterdru¨ckt (g(2)(0) <
0.5), was auf die Emission einzelner Photonen hinweist. Eine gro¨ßere Pulsbreite fu¨hrt hingegen
zu einer Zunahme der Koinzidenzen.
Lange Anregungspulse ermo¨glichen es, dass der Quantenpunkt erneut angeregt wird, sodass die
Rekombination des Exzitons und die zugeho¨rige Photonen-Emission bereits wa¨hrend des Pulses
stattﬁndet. Dies ermo¨glicht es dem Quantenpunkt, ein weiteres Elektron-Loch-Paar einzufan-
gen und ein sukzessives Photon zu emittieren. Die Wahrscheinlichkeit einer erneuten Anregung
des Quantenpunktes nimmt mit la¨ngeren Anregungspulsen zu, sodass auch das Maximum der
Autokorrelation fu¨r verschwindende Verzo¨gerungszeit zunimmt.
Wird die Messung in Sa¨ttigung durchgefu¨hrt, so nehmen die Koinzidenzen zu verschwinden-
der Verzo¨gerungszeit nicht sichtbar zu, siehe Abb. 5.4 (b). Entsprechend der Diskussion in
Abschnitt 5.1.3 werden in diesem Regime die Quantenpunkte wa¨hrend des Pumppulses mit
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mehr als einem Elektron-Loch-Paar besetzt, was die Exziton-Rekombination zugunsten ei-
ner Photonen-Emission ho¨herer Multi-Exziton-Zusta¨nde unterdru¨ckt. Die zugeho¨rige Emis-
sion ﬁndet nun in Anwesenheit zusa¨tzlicher Ladungstra¨ger im Quantenpunkt statt und ist
durch die Coulomb-Wechselwirkung energetisch von der Exziton-Resonanz verstimmt. In die-
sem Fall ha¨ngt die Sta¨rke der Verstimmung von der Biexziton-Bindungsenergie ab, die fu¨r das
InP/GaInP Materialsystem im Bereich von mehreren meV liegt. Photonen, die wa¨hrend des
Anregungspulses emittiert werden, tragen daher nicht zur Photonenkorrelation bei, die auf der
Exziton-Wellenla¨nge registriert wird. Lediglich nachdem der Anregungspuls voru¨ber ist, kann
die Photonen-Emission durch Rekombination eines einzelnen Exzitons stattﬁnden.
Dieses Szenario wird durch die zeitaufgelo¨ste Messung der Emission des Exzitons und Biexzi-
tons besta¨tigt, wobei das Regime schwacher und starker Anregung verglichen wird. Im Falle
schwacher Anregung (Abb. 5.4 (c)) steigt die Emission auf der Exziton-Resonanz wa¨hrend des
Anregungspulses mit einem Maximum direkt nach dem Ende des Anregungspulses, gefolgt von
dem typischen exponentiellen Zerfall des Exzitons. Im Gegensatz dazu zeigen die Messungen in
Sa¨ttigung (Abb. 5.4 (d)) eine Emission des Biexzitons wa¨hrend des Anregungspulses, begleitet
von einer stark unterdru¨ckten Exziton-Emission. Nach Ende des Pulses folgt auf die zerfallen-
de Emission des Biexzitons ein Anstieg und ein verzo¨gertes Maximum der Exziton-Emission.
Diese kaskadierte Emission unter der Bedingung hoher Anregung unterstu¨tzt die Ergebnisse
des theoretischen Modells aus Abschnitt 5.1.3.
Um die Gu¨te der Einzel-Photonen-Emission zu quantiﬁzieren, verwenden wir das Modell aus
Abschnitt 5.1.1 und wa¨hlen die Parameter in U¨bereinstimmung mit den experimentellen Daten:
Die gemessene Zerfallszeit der Photonen-Emission deﬁniert die in der Rechnung verwendete
spontane Lebensdauer τsp = 1/γ23 = 1/γ14 des Elektron-Loch-Paares. In unserem Modell ist
die p- nach s-Schalen Relaxationszeit τrel = 1/γ12 = 1/γ34 als eine eﬀektive Gro¨ße zu sehen
und fasst die gesamte Kaskade der Ladungstra¨gerrelaxation zusammen. Der Wert wurde so
gewa¨hlt, dass er mit der Anstiegszeit der verzo¨gerungsabha¨ngigen Autokorrelationsfunktion
G(2)(τ) u¨bereinstimmt, siehe Abb. 5.5 (b).
In Abb. 5.5 (c) ist die Gu¨te der Einzel-Photonen-Emission in Abha¨ngigkeit von der Breite
des Anregungspulses im Vergleich zu den experimentellen Ergebnissen gezeigt. Diese wur-
den aus den Messungen der Autokorrelation gewonnen, die teilweise in Abb. 5.4 gezeigt sind.
Wir betrachten erneut die zwei zuvor diskutierten Regime: Bei niedriger Anregung (10% der
Sa¨ttigung) resultiert die Rekombination vom Exziton, wa¨hrend bei starker Anregung in die
Sa¨ttigung die Exziton-Konﬁguration zugunsten der Multi-Exziton-Zusta¨nde unterdru¨ckt ist.
Erforderlich ist hierbei, dass die Anregungsrate zusammen mit der Pulsbreite vera¨ndert wird,
sodass der Emitter stets im gleichen Anregungsregime bleibt. Im Experiment wurde sicher-
gestellt, dass die integrierten Spektren der Elektrolumineszenz fu¨r alle Kombinationen aus
Pulsbreite und Pulsamplitude gleich sind. Mit A¨nderung der Anregungspulsbreite wurde auch
die Amplitude des Anregungspulses in U¨bereinstimmung mit der experimentellen Situation
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Abbildung 5.5.: (a) Berechnete Autokorrelationsfunktion. (b) Vergleich zwischen der be-
rechneten (schwarz) und hintergrundkorrigierten Messung (rot) der von der Verzo¨gerungszeit
abha¨ngigen Autokorrelationsfunktion G(2)(τ). (c) Hintergundkorrigiertes Ergebnis fu¨r g(2)(0)
fu¨r verschiedene Quantenpunkte als Funktion der Breite des Anregungspulses, normiert auf
die radiative Zerfallszeit der Quantenpunkte. Die durchgezogenen (gestrichelten) Linien zeigen
das berechnete Ergebnis fu¨r g(2)(0) fu¨r verschieden Quantenpunkte unterhalb (in) Sa¨ttigung.
Die schwarze Linie zeigt die Resultate fu¨r eine Rechnung, die zusa¨tzlich einen exponentiellen
Abfall des Anregungspulses beim Ausschalten beru¨cksichtigt, wie in der eingebetteten Figur
illustriert ist. Fu¨r alle Pulsbreiten wurde die gleiche Zeitkonstante von 100 ps verwendet.
reduziert, sodass die gesamte (Zeit-integrierte) Photonenzahl konstant bleibt. Die verwendeten
Werte fu¨r die durchgezogene (gestrichelte) Linie in Abb. 5.5 (c) sind τsp = 500 ps (200 ps) und
τrel = 100 ps (67 ps).
Fu¨r die Quantenpunkte 1,2 (Probe 2) und 4 (Probe 1) wurden die Messungen unterhalb der
Sa¨ttigung durchgefu¨hrt. Es zeigt sich in allen Fa¨llen ein klarer Trend zunehmender Multi-
Photon-Ereignisse fu¨r la¨ngere Anregungspulse. Die theoretischen Ergebnisse (durchgezogene
graue Linie) reproduzieren den Trend der experimentellen Daten. Kleine Abweichungen exis-
tieren fu¨r kurze Anregungspulse, die hauptsa¨chlich durch eine nicht perfekt rechteckige Puls-
form verursacht werden. Ferner ko¨nnen weitere Ladungstra¨ger auch nach dem Ende des An-
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regungspulses durch die Umgebung bereitgestellt werden. Um dies zu modellieren, wurde ein
exponentieller Abfall des Anregungspulses, gema¨ß der Illustration in der eingebetteten Figur
in Abb. 5.5 (c), in der Rechnung beru¨cksichtigt. Die experimentellen Untersuchungen legen
zudem nahe, dass die Zeitkonstante des Abfalls nahezu unabha¨ngig von der Pulsla¨nge ist. Mit
der modiﬁzierten Pulsform ergibt sich eine signiﬁkante Verbesserung der U¨bereinstimmung
zwischen Experiment und Theorie (durchgezogene Linie in Abb. 5.5 (c)). Die Messung an
Quantenpunkt 3 (Probe 3) wurde in Sa¨ttigung durchgefu¨hrt und ergibt einen deutlich langsa-
meren Anstieg von g(2)(0) mit zunehmender Pulsbreite. Selbst wenn diese fu¨nfmal la¨nger als
die spontane Rekombinationszeit ist, zeigt sich ein starkes Antibunching. In der zugeho¨rigen
Rechnung fu¨r ho¨here Pumpanregung (gestrichelte Linie) ist der Quantenpunkt wa¨hrend des
Pumppulses mit mehr als einem Elektron-Loch-Paar besetzt. Ausgehend von der Diskussion
in Abschnitt 5.1.3 ist in diesem Regime zu erwarten, dass ein besseres Antibunching auch fu¨r
Pumppulse besteht, die deutlich la¨nger als die Zerfallszeit des Exzitons sind, siehe Abb. 5.2.
Auch in diesem Fall fu¨hrt ein weicherer Abfall der Flanke am Ende des Anregungspulses zu
einer besseren U¨bereinstimmung mit den experimentellen Daten.
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5.3. Erzeugung polarisationsverschra¨nkter Photonen durch direkte
Zwei-Photonen-Emission des Quantenpunkt-Biexzitons
Eine Notwendigkeit fu¨r Anwendungen der Quanteninformationsverarbeitung ist die Identiﬁka-
tion eﬃzienter Quellen verschra¨nkter Photonen [71]. Prototypisch in diesem Bereich sind Quel-
len auf Basis nichtlinearer Medien, wie z.B. Lithium Niobat [304], die vielfa¨ltig Anwendung in
quantenoptischen Experimenten ﬁnden [35]. U¨ber spontane parametrische Fluoreszenz kann ein
Photon des anregenden Laserfeldes, unter Erhaltung von Energie und Impuls, in zwei Photonen
niedrigerer Energie konvertiert werden. Unter geeigneten Bedingungen ergeben sich polarisati-
onsverschra¨nkte Photonen hoher Reinheit. Charakteristisch fu¨r diese Quellen ist eine geringe
Konvertierungseﬃzienz und eine Poisson-Statistik [71, 256]. Von zentraler Bedeutung fu¨r tech-
nologische Anwendungen ist jedoch die deterministische Emission mit großer Intensita¨t und
die Mo¨glichkeit elektrischer Anregung. Vor wenigen Jahren wurde die Realisierung von Quellen
verschra¨nkter Photonen durch direkte Zwei-Photonen-Emission u¨ber die Bandkante demons-
triert [108] und Halbleiter-Quantenpunkte ko¨nnen als deterministische Quantenemitter fu¨r ein-
zelne Photonen [179, 271] und stimulierte Emission auf dem Einzel-Photonen-Niveau [270, 294]
verwendet werden. Betrachtet man die Emission des Quantenpunkt-Biexzitons, so liegt es na-
he, einzelne Quantenpunkte auch als deterministische Quellen verschra¨nkter Photonenpaare
zu verwenden [3, 23, 64, 265].
Fu¨r einen Quantenpunkt in einer Kavita¨t hoher Gu¨te werden wir zeigen, dass der direkte
Zwei-Photonen-Emissionsprozess des Biexzitons verwendet werden kann, um die Polarisations-
verschra¨nkung der emittierten Photonen nahezu unabha¨ngig von der Feinstrukturaufspaltung
zu machen. Dies erlaubt es, aktuell verfu¨gbare und qualitativ hochwertige Quantenpunkt-
Strukturen als deterministische Quellen polarisationsverschra¨nkter Photonenpaare zu verwen-
den. Hierzu wird das gekoppelte System aus Quantenpunkt und zwei entarteten Kavita¨tsmoden
in der Biexziton-Konﬁguration pra¨pariert und relaxiert dann unter Emission von zwei Photo-
nen in den Grundzustand. Im Allgemeinen kann das Biexziton u¨ber zwei unterschiedliche kon-
kurrierende Kana¨le zerfallen: (i) Die Biexziton-Exziton-Kaskade emittiert nacheinander zwei
Photonen mit H- oder V -Polarisation (vgl. Ref. [181, 256]), oder (ii) durch simultane Emis-
sion von zwei Photonen in einem direkten Zwei-Photonen-Emissionsprozess, siehe Abb. 5.6.
Erfolgt der Zerfall u¨ber die Biexziton-Exziton Kaskade und ist die Feinstrukturaufspaltung
groß genug, um spektral aufgelo¨st zu werden, so ist es mo¨glich, Informationen u¨ber den Weg
des Zerfalls zu erhalten, wodurch die Polarisationsverschra¨nkung der emittierten Photonenpaa-
re verloren geht [103, 279]. Die Zwei-Photonen-Emission des Quantenpunkt-Biexzitons in den
Grundzustand ist ein resonanter ho¨herer Ordnungsprozess u¨ber einen virtuellen Zwischenzu-
stand, der nicht mit den Systemzusta¨nden u¨bereinstimmen muss. Wird die Kavita¨tsmode auf
die halbe Biexziton-Energie gestimmt, kann die Zwei-Photonen-Emission versta¨rkt werden,
da sie nun resonant ist, wa¨hrend die kaskadierte Emission dann verstimmt ist. Fu¨r hinrei-
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Abbildung 5.6.: Skizze des Systems mit Quantenpunkt und Kavita¨t. Die optischen U¨berga¨nge
in einem einzelnen Quantenpunkt sind an zwei orthogonale Moden einer optischen Kavita¨t
hoher Gu¨te mit den Frequenzen ωH,V gekoppelt. Die beru¨cksichtigten elektronischen Quan-
tenpunkt Konﬁgurationen sind der Grundzustand mit der Energie EG, die zwei niedrigsten
Exziton-Zusta¨nde mit einer mo¨glichen Feinstrukturaufspaltung Δfss und Energien EH und
EV sowie das Biexziton mit der Energie EB. Die Kavita¨tsmoden werden nahe der halben
Biexziton-Energie ωH = ωV ≈ (EB − EG)/2 gestimmt. Die Eﬀekte der reinen Dephasierung
auf die elektronischen Koha¨renzen und die endliche Lebensdauer der Photonen innerhalb der
Kavita¨t werden beru¨cksichtigt.
chend hohe Kavita¨tsgu¨ten kann der resonante U¨bergang durch den Purcell-Eﬀekt versta¨rkt
und die Pra¨ferenz fu¨r die Zwei-Photonen-Emission erho¨ht werden [208, 284], sodass dies der
dominante Prozess bei der Lichtemission des Quantenpunkt-Biexitons ist. Fu¨r eine endlich
Biexziton-Bindungsenergie ist der kaskadierte Zerfall in Bezug auf die Kavita¨tsmoden stark
nichtresonant und daher unterdru¨ckt.
Die im Folgenden gezeigten Ergebnisse sind in direkter Zusammenarbeit mit Stefan Schu-
macher, Jens Fo¨rstner und Artur Zrenner von der Universita¨t Paderborn sowie Christopher
Gies und Paul Gartner entstanden, aus der eine gemeinsame Publikationen hervorgegangen
ist [245]. Die Entwicklung der theoretischen Beschreibung ist dabei gemeinsam erfolgt und die
numerische Umsetzung wurde in Paderborn durchgefu¨hrt.
5.3.1. Theoretisches Modell
Wir betrachten einen einzelnen Quantenpunkt, gekoppelt an eine optische Kavita¨t hoher Gu¨te,
wie in Abb. 5.6 illustriert ist. Die relevanten elektronischen Quantenpunkt-Konﬁgurationen
sind der Grundzustand |G〉, die energetisch niedrigsten Exzitonen |XH〉, |XV 〉, aufgespalten
durch die Feinstruktur Δfss, und das Biexziton |B〉. Es werden zwei entartete Kavita¨tsmoden
angenommen, die auf die Ha¨lfte der Biexziton-Energie gestimmt sind.
Der Hamiltonoperator des Quantenpunkt Biexziton-Exziton-Systems in Wechselwirkung mit
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dem quantisierten Lichtfeld der Kavita¨t ist durch
H = EG |G〉 〈G| + EB |B〉 〈B| + EH |XH〉 〈XH | + EV |XV 〉 〈XV |
+
∑
i=H,V
{
ωb†ibi −
[
g(|G〉 〈Xi| + |Xi〉 〈B|)b†i + h.c.
]} (5.9)
gegeben. Die erste Zeile beschreibt das elektronische System mit den freien Energien des elek-
tronischen Grundzustandes EG, der Exzitonen EH , EV und des Biexzitons EB. Die zweite Zeile
repra¨sentiert den freien Anteil des Photonenfeldes der zwei orthogonalen Kavita¨tsmoden mit
der Frequenz ωi und den Photonen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren b†i und bi. Die
Anregung oder Rekombination des elektronischen Systems durch Absorption oder Emission
von Photonen ﬁndet mit der Kopplungssta¨rke g statt. Die Dynamik des gekoppelten Sys-
tems aus Biexziton, Exziton und den Photonen ist durch die Bewegungsgleichung des System-
Dichteoperators ρ in Lindblad-Form (2.31) gegeben:
∂
∂t
ρ = −i [H, ρ] + Lcav(ρ) + Lpure(ρ) . (5.10)
Zusa¨tzlich zum Beitrag des Systems, der durch den Hamiltonoperator explizit beschrieben wird,
entha¨lt Gl. (5.9) die endliche Lebensdauer 1/κ der Photonen innerhalb der Kavita¨t, vermittelt
durch
Lcav(ρ) = κ2
∑
i=H,V
(2biρb†i − b†ibiρ − ρb†ibi) (5.11)
sowie eine pha¨nomenologische Dephasierung von Koha¨renzen (reine Dephasierung) zwischen
den elektronischen Konﬁgurationen
Lpure(ρ) = −12
∑
χ,χ′,χ=χ′
γpureχχ′ |χ〉 〈χ| ρ |χ′〉 〈χ′| (5.12)
mit χ, χ′ ∈ {G;XH ;XV ;B} [279]. Die Systemdynamik folgt durch Lo¨sung der von-Neumann-
Lindblad-Gleichung (5.10), wobei wir annehmen, dass das elektronische System zu Beginn in
der Biexziton-Konﬁguration pra¨pariert ist und beide Kavita¨tsmoden unbesetzt sind. Realisie-
ren la¨sst sich diese Situation z.B. u¨ber den Prozess der Zwei-Photonen-Absorption [194], sowie
mittels gechirpter Pulse [92].
Um die Dynamik der Emission der zwei Photonen des Quantenpunkt-Biexzitons in der Kavita¨t
zu untersuchen und die Quanten- sowie statistischen Eigenschaften des emittierten Lichtes zu
charakterisieren, berechnen wir die Photonen-Korrelationsfunktion zweiter Ordnung
G
(2)
ij,kl(t, τ) = 〈b†i (t)b†j(t + τ)b†k(t + τ)b†l (t)〉
= Sp
{
ρb†i (t)b
†
j(t + τ)b
†
k(t + τ)b
†
l (t)
} (5.13)
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fu¨r die Photonen in den zwei orthogonalen und entarteten Kavita¨tsmoden H und V . Unter
Verwendung des Quanten-Regressionstheorems kann die volle zwei-zeitige Abha¨ngigkeit von
G
(2)
ij,kl(t, τ) ausgewertet werden. Die einzigen nicht-verschwindenden Beitra¨ge sind die diagona-
len Elemente G(2)ii,ii(t, τ) und die nicht-diagonalen Elemente G
(2)
ii,jj(t, τ) mit i = j [279]. Die dia-
gonalen Beitra¨ge enthalten dabei Informationen u¨ber die Statistik des emittierten Lichtes [294],
wa¨hrend die nicht-diagonalen Elemente die Polarisationsverschra¨nkung der emittierten Photo-
nen charakterisieren [119]. Durch Mittelung u¨ber beide Zeiten von G(2)ii,jj(t, τ) erhalten wir die
Zwei-Photonen-Dichtematrix
ρph :=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρH,H 0 0 ρH,V
0 0 0 0
0 0 0 0
ρV,H 0 0 ρV,V
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(5.14)
im Unterraum {|H,H〉 , |H,V 〉 , |V,H〉 , |V, V 〉}, die fu¨r eine Tomographie des Quantenzustan-
des des emittierten Photonenpaares beno¨tigt wird [127]. Hierin ist
ρi,j = N
∫ ∞
0
dt
∫ ∞
0
dτG(2)ii,jj(t, τ) , (5.15)
wobei die Konstante N u¨ber die Normierung der Dichtematrix Sp{ρph} = 1 bestimmt ist.
5.3.2. Ergebnisse
Fu¨r alle nachfolgenden Rechnungen wurden typische Parameter aktueller Quantenpunkt-Mikro-
kavita¨tssysteme verwendet. Fu¨r die Biexziton-Bindungsenergie verwenden wir EXXB = 1meV
und die Kopplungssta¨rke der elektronischen U¨berga¨nge an die Photonenmoden ist g = 1/10 ps−1
≈ 66μeV. Die Kavita¨tsmode ist auf die Ha¨lfte der Konﬁgurationsenergie des Biexzitons ωi ≈
(EB −EG)/2 gestimmt und eine endliche Feinstrukturaufspaltung δ der Exziton-Zusta¨nde wird
beru¨cksichtigt. Es sei bemerkt, dass sich selbst fu¨r die ho¨chste betrachtete Kavita¨tsgu¨te zwi-
schen dem U¨bergang vom Grundzustand zu den Exzitonen sowie zwischen dem U¨bergang zwi-
schen den Exzitonen und dem Biexziton keine ausgepra¨gten Rabi-Oszillationen zeigen, da diese
in Bezug auf die Kavita¨tsmode stark nichtresonant sind. Fu¨r die Dephasierung der exzitoni-
schen Koha¨renzen verwenden wir γpureχχ′ = γ = 1/200 ps−1 ≈ 3μeV, was fu¨r tiefe Temperaturen
ein realistischer Wert fu¨r die reine Dephasierung ist [152].
Als direktes Maß fu¨r den Grad der Verschra¨nkung des Zwei-Parteien HV -Systems verwenden
wir die Concurrence
C(ρph) = max{0,
√
λ1 −
√
λ2 −
√
λ3 −
√
λ4} , (5.16)
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Abbildung 5.7.: Abha¨ngigkeit der Polarisationsverschra¨nkung von der Feinstrukturaufspal-
tung δ fu¨r Kavita¨ten unterschiedlicher Gu¨te. Gezeigt ist die Concurrence C (◦), die fu¨r das
untersuchte System durch C = 2|ρH,V | gegeben ist. Die Kavita¨tsmoden sind auf die Ha¨lfte
der Biexziton-Energie ωi = (EB − EG)/2 gestimmt. Ergebnisse sind fu¨r (a) κ = 5ps−1, (b)
κ = 0.25 ps−1 und (c) κ = 0.1 ps−1 fu¨r EXXB = 1meV gezeigt. Die Figur (b) entha¨lt zudem
die Concurrence fu¨r eine ho¨here Biexziton-Bindungsenergie von EXXB = 3meV (*). Es ist zu
sehen, dass mit ho¨herer Kavita¨tsgu¨te Q und gro¨ßerer Bindungsenergie die Concurrence (und
damit auch die Polarisationsverschra¨nkung) in Bezug auf die Feinstrukturaufspaltung weniger
sensitiv ist.
die fu¨r einen reinen Produktzustand stets null ist und fu¨r einen vollsta¨ndig verschra¨nkten
Zustand ihren maximalen Wert eins annimmt [298]. Hierbei sind λi die Eigenwerte der Matrix
ρphAρ
∗
phA in absteigender Reihenfolge und A ist die antidiagonale Matrix mit den Elementen
{−1, 1, 1,−1}, siehe Ref. [298]. Mit Gl. 5.14 kann die Concurrence direkt berechnet werden
und man erha¨lt
C(ρph) = 2|ρH,V | . (5.17)
In Abb. 5.7 ist der Grad der Polarisationsverschra¨nkung der emittierten Photonen fu¨r Ka-
vita¨ten unterschiedlicher Gu¨te gezeigt, wobei das g/κ Verha¨ltnis der Emissions- und Verlus-
trate von Photonen der Kavita¨t variiert wurde. Die Gu¨te Q bezieht sich dabei auf die Wel-
lenla¨nge λ = 880 nm des InGaAs-Systems. Zu beachten ist, dass die Kavita¨t, wenn nicht anders
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bemerkt, auf die Zwei-Photonen-Resonanz des Biexziton-U¨berganges gestimmt und daher in
Bezug auf den Einzel-Photonen-U¨bergang des Exzitons und Biexzitons verstimmt ist. Ver-
wendet man eine Kavita¨t niedriger Gu¨te, so kann sowohl die Emission des U¨berganges vom
Biexziton zum Exziton als auch des U¨bergangs vom Exziton in den Grundzustand eﬀektiv
an die spektral verbreiterte Kavita¨tsmode koppeln. Die Folge ist, dass die zwei kaskadierten
Prozesse erster Ordnung sta¨rker als der Prozess zweiter Ordnung der direkten Zwei-Photonen-
Emission des Biexzitons sind. In diesem Fall zeigen die Ergebnisse in Abb. 5.7 (a), wie schon
in fru¨heren Untersuchungen, dass die Concurrence mit zunehmender Feinstrukturaufspaltung
rapide abnimmt. Hierbei erfolgt der Zerfall des Biexzitons zumeist u¨ber die Biexziton-Exziton-
Kaskade, da der Prozess ho¨herer Ordnung durch direkte Emission von zwei Photonen nicht
hinreichend begu¨nstigt ist. Der maximale Wert von C = 1 kann dabei fu¨r verschwinden-
de Feinstrukturaufspaltung nicht erreicht werden, da das Modell eine endliche Lebensdauer
der Koha¨renzen zwischen den verschiedenen exzitonischen Konﬁgurationen |XH〉 und |XV 〉
beru¨cksichtigt (Cross Dephasing, siehe Ref. [215, 279]). Fu¨r eine Kavita¨t ho¨herer Gu¨te ist
die Abha¨ngigkeit der Concurrence von der Feinstrukturaufspaltung weniger stark ausgepra¨gt,
siehe Abb. 5.7 (b). In diesem Fall reduziert die schmalere Kavita¨tslinie die Kopplung an die
verstimmte Biexziton-Exziton-Kaskade und favorisiert den direkten Zwei-Photonen-U¨bergang
durch die Versta¨rkung der Emission durch den Purcell-Eﬀekt. Die Relevanz der verschiedenen
konkurrierenden Prozesse relativ zueinander kann daher aus der Abha¨ngigkeit der Concurrence
von der Feinstrukturaufspaltung abgeleitet werden.
In Abb. 5.7 (c) betrachten wir eine Kavita¨t hoher Gu¨te mit einem fu¨r die aktuelle Techno-
logie typischen Q-Faktor. Die Ergebnisse zeigen, dass die Zwei-Photonen-Emission zu einer
Concurrence fu¨hrt, die praktisch unabha¨ngig von der Feinstrukturaufspaltung ist und einen
nahezu konstanten Wert von 80% annimmt. Dieses Resultat demonstriert, dass die Polarisati-
onsverschra¨nkung auch in Systemen mit einer endlichen (und sogar großen) Feinstrukturauf-
spaltung durch einen alternativen Prozess erhalten werden kann, indem die Modenstruktur
einer Kavita¨t hoher Gu¨te entsprechend konzipiert wird. In Abb. 5.7 (b) ist zudem das Resultat
eines Quantenpunktes mit einer gro¨ßeren Biexziton-Bindungsenergie von 3meV (gepunktete
Linie) gezeigt. In diesem Fall ist der Einzel-Photonen-U¨bergang des Exzitons und Biexzitons
zusa¨tzlich von der Kavita¨t verstimmt, sodass selbst fu¨r eine Kavita¨t mittlerer Gu¨te die Degra-
dierung der Verschra¨nkung mit zunehmender Feinstrukturaufspaltung weiter reduziert wird.
Dies unterstreicht das Potential von Systemen mit ho¨herer Biexziton-Bindungsenergie, wie z.B.
die in Ref. [77] untersuchten CdSe-Systeme.
Der Einﬂuss einer endlichen Verstimmung zwischen der Kavita¨tsmode und der Zwei-Photonen-
Resonanz ist in Abb. 5.8 fu¨r den Fall einer Kavita¨t hoher Gu¨te Q aus Abb. 5.7 (c) gezeigt.
Mit zunehmender Verstimmung wird der Zwei-Photonen-U¨bergang weniger eﬃzient zugunsten
des kaskadierten Zerfalls, sodass der erreichbare Verschra¨nkungsgrad fu¨r eine endliche Fein-
strukturaufspaltung reduziert ist. Wie fu¨r eine Kavita¨t hoher Gu¨te zu erwarten ist, erfordert
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Abbildung 5.8.: Sensitivita¨t auf die Verstimmung von der Zwei-Photonen-Resonanz. Die
Concurrence C ist fu¨r eine Kavita¨t hoher Gu¨te und verschiedene Verstimmungen ωi = (EB −
EG)/2 (rot, entspricht Abb. 5.7 (c)), ωi = (EB − EG)/2 − 0.05meV (blau) und ωi = (EB −
EG)/2 − 0.25meV (schwarz) der Kavita¨tsmode von der Zwei-Photonen-Resonanz gezeigt.
ein hoher Grad an Polarisationsverschra¨nkung eine pra¨zise Abstimmung der schmalen Ka-
vita¨tslinie auf den Zwei-Photonen-U¨bergang. Dies ist experimentell jedoch zuga¨nglicher als
fru¨here Ansa¨tze [85, 251, 265] mit dem Ziel, die Feinstrukturaufspaltung des Exzitons direkt
zu beeinﬂussen. Die notwendige Entartung der H- und V -polarisierten Moden sowie eine hin-
reichend hohe Gu¨te sollten mit aktuellen Mikropillar-Resonatoren erreichbar sein. Zudem ist in
Abb. 5.8 das Maximum der Concurrence fu¨r die Kavita¨t hoher Gu¨te viel schmaler als im Fall
einer verlustreichen Kavita¨t (siehe Abb. 5.7 (a)), da fu¨r letztere die kurze Lebensdauer der Pho-
tonen die Resonanz signiﬁkant verbreitert. Folglich kann eine kleine Feinstrukturaufspaltung
nicht aufgelo¨st werden, sodass die Photonen keinen Aufschluss daru¨ber geben, u¨ber welchen
Weg der Zerfall in der Kaskade stattgefunden hat. Dies erha¨lt teilweise die Verschra¨nkung auch
fu¨r kleine von Null verschiedene Aufspaltungen. Im Speziellen ha¨ngt die Degradation der Ver-
schra¨nkung mit zunehmender Verstimmung von der Resonanzbedingung des Zwei-Photonen-
Prozesses von der Dephasierung exzitonischer Koha¨renzen des Quantenpunktes ab. Im Allge-
meinen ist die Sta¨rke der Dephasierungsrate von den Quantenpunkt-Parametern, der Tempera-
tur sowie der Anregungsbedingung abha¨ngig. Zwei Modelle zur Beschreibung der Dephasierung
wurden in diesem Zusammenhang vorgeschlagen [215, 279] und wir haben u¨berpru¨ft, dass die
speziﬁsche Wahl die Resultate nicht qualitativ a¨ndert. Dies zeigt insbesondere, dass der hohe
Verschra¨nkungsgrad der u¨ber den Zwei-Photonen-Prozess emittierten Photonen vergleichswei-
se unempﬁndlich auf die speziﬁsche Wahl der reinen Dephasierung ist.
Die statistischen Eigenschaften der emittierten Photonen sind in Abb. 5.9 fu¨r eine Kavita¨t
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Abbildung 5.9.: Statistik der emittierten Photonen. Die u¨ber alle Emissionszeiten t gemit-
telte Photonen-Korrelationsfunktion zweiter Ordnung G(2)V V,V V (t, τ) ist gezeigt fu¨r g/κ = 0.4
(Kavita¨t mittlerer Gu¨te) und δ = 0.0; jeder Datensatz ist auf das Maximum normiert. Starkes
Photonen-Bunching ist zu sehen, wenn die Kavita¨tsmoden auf die Ha¨lfte der Biexziton-Energie
ωi = (EB − EG)/2, (schwarz, durchgezogene Linie) gestimmt ist. Die Photonen zeigen Anti-
bunching, wenn die Kavita¨tsmoden weiter von der Zwei-Photonen-Resonanz verstimmt werden:
ωi = (EB −EG)/2− 0.25meV (rot, gestrichelte Linie) und ωi = (EB −EG)/2− 0.5meV (blau,
gepunktete Linie).
mittlerer Gu¨te g/κ = 0.4 und verschiedene Verstimmungen der Kavita¨tsresonanz von der
halben Biexziton-Energie gezeigt. Fu¨r ωi = (EB − EG)/2 ist die Wahrscheinlichkeit, beide
Photonen bei t ≈ 0 simultan zu emittieren, stark erho¨ht (Photon-Bunching), wa¨hrend es fu¨r
ωi = (EB − EG)/2 − 0.25meV und ωi = (EB − EG)/2 − 0.5meV wahrscheinlicher ist, beide
Photonen mit einer gewissen Zeitverzo¨gerung zu emittieren. Dies ist ein Anzeichen fu¨r einen
schrittweisen Zerfall u¨ber die Biexziton-Exziton-Kaskade. Die spektralen Eigenschaften der
emittierten Photonen sind unter a¨hnlichen Bedingungen im Detail in Ref. [284] diskutiert.
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Kapitel 6
Bewegungsgleichungsmethode zur
Beschreibung von Korrelationseﬀekten
in endlichen Quantenpunkt-Systemen
Halbleiter-Quantenpunkte spielen eine wichtige Rolle als aktives Material, z.B. in Halblei-
terlasern und Quantenlichtemittern [27, 52, 112, 214, 223, 269, 270]. Um im Rahmen einer
mikroskopischen Beschreibung Korrelationseﬀekte durch verschiedene Vielteilchenwechselwir-
kungen zu untersuchen, wurde die Methode der Clusterentwicklung [17, 82, 239] erfolgreich
verwendet [11, 75, 89, 139, 146]. In Halbleitern werden Vielteilcheneﬀekte insbesondere durch
die Wechselwirkung der Ladungstra¨ger mit den Photonen und Phononen sowie die Coulomb-
Wechselwirkung der Ladungstra¨ger untereinander hervorgerufen. Die Idee der Clusterentwick-
lungstechnik ist es, Bewegungsgleichungen fu¨r Korrelationsfunktionen bis zu einer vorgegebe-
nen Ordnung N zu formulieren und alle relevanten Erwartungswerte durch diese auszudru¨cken.
Ist der Hilbertraum der Vielteilchenanregungen hinreichend groß, so werden Korrelationen mit
ho¨herer Ordnung infolge der Konﬁgurationsmittelung zunehmend unwichtig, sodass diese ver-
nachla¨ssigt werden ko¨nnen. Urspru¨nglich wurde die Clusterentwicklung daher auf Systeme
mit vielen Freiheitsgraden angewandt, wobei die Anzahl mo¨glicher elektronischer Konﬁgura-
tionen die gro¨ßte betrachtete N -Teilchenkorrelation (typischerweise N = 2, 3, 4) bei weitem
u¨bersteigt. Dies beinhaltet zum Beispiel die Beschreibung der Photolumineszenz [140], der
Resonanzﬂuoreszenz [139], der Dynamik der Exzitonenbildung in Quantenﬁlm-Systemen [120],
der Quantendynamik in kondensierten Bosegasen [143] und der Spindynamik ferromagnetischer
Systeme [134].
In den letzten Jahren wurden Anwendungen auch auf Quantenpunkt-basierte Systeme erwei-
tert und die Clusterentwicklung erfolgreich verwendet, um quantenoptische Pha¨nomene und
Vielteilcheneﬀekte zu studieren, wie z.B. das Photonen-Antibunching und die Koha¨renzeigen-
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schaften der Lichtemission [45, 89, 226, 280], die koha¨rente Emission von Phononen in eine
akustische Nanokavita¨t [130], den zeitlichen Aufbau von Korrelationen [187] sowie den Ein-
ﬂuss Coulomb-induzierter Ladungstra¨gerkorrelationen [11, 75, 246]. Zudem wurden Metho-
den zur Spektroskopie von Quantenzusta¨nden entwickelt [141]. Im Gegensatz zur Situation in
Systemen mit einer quasikontinuierlichen Zustandsdichte, wie z.B. Quantenﬁlmen, fu¨hrt der
Ladungstra¨gereinschluss in selbstorganisierten Quantenpunkten zu einer kleinen Anzahl lokali-
sierter Zusta¨nde und sowohl in der Theorie als auch im Experiment wurden Quantenpunkte mit
wenigen oder sogar einem einzelnen Elektronenzustand betrachtet [18]. Ein Ziel dieses Kapitels
ist es daher, die Konsequenzen der beschra¨nkten Systemgro¨ße in Bezug auf die Anwendung
der Clusterentwicklung zu diskutieren.
Der Fall des einzelnen Quantenpunktes wird ha¨uﬁg mit Methoden der atomaren Quantenop-
tik behandelt, wobei der Emitter durch ein System mit wenigen Zusta¨nden repra¨sentiert ist.
Die Beschreibung erfolgt hierbei durch direkte Lo¨sung der von-Neumann-Lindblad-Gleichung
fu¨r die Dichtematrix des elektronischen Systems und der Kavita¨tsmode [191]. Dies erfordert
jedoch, dass der entsprechende Hilbertraum klein genug ist, und beschra¨nkt die Methode auf
einzelne oder wenige Emitter. In Kapitel 3 haben wir ein Halbleitermodell zur Beschreibung
des einzelnen Quantenpunktes vorgestellt, wobei die von-Neumann-Dynamik sowohl den Ha-
miltonoperator der Jaynes-Cummings- als auch den der Coulomb-Wechselwirkung entha¨lt, um
das Zusammenspiel verschiedener Multi-Exziton-Konﬁgurationen und der nicht-perturbativen
Licht-Materie-Wechselwirkung zu beru¨cksichtigen. Zudem wurde in Kapitel 2 der Einﬂuss von
Multi-Exziton-Eﬀekten auf die Eﬃzienz der Ladungstra¨gerstreuung studiert. Bei einer expli-
ziten Beru¨cksichtigung vieler einzelner Emitter oder einer Emission in viele Photonenmoden
verhindert jedoch die Gro¨ße des Hilbertraumes eine direkte Berechnung der Dichtematrix und
man ist auf approximative Vielteilchenmethoden, wie z.B. die der Clusterentwicklung, ange-
wiesen.
In diesem Kapitel stellen wir daher eine Bewegungsgleichungsmethode fu¨r die Beschreibung
der Lichtemission eines Ensembles aus vielen Halbleiter-Quantenpunkten vor. Hierbei beru¨ck-
sichtigen wir verschiedene elektronische Anregungszusta¨nde der Quantenpunkte in Gegenwart
der Coulomb-Wechselwirkung sowie deren Kopplung an das quantisierte elektromagnetische
Feld. In der Vergangenheit wurde darauf hingewiesen, dass Ladungstra¨gerkorrelationen durch
den endlichen Zustandsraum und die starke Coulomb-Konﬁgurationswechselwirkung von zen-
traler Bedeutung sind [100]. Wir adressieren daher die Fragestellung, wie eine Korrelations-
entwicklung durchgefu¨hrt werden kann, wenn die Quantenpunkte des Ensembles nur weni-
ge oder sogar nur einen einzelnen gebundenen Zustand fu¨r Elektronen und Lo¨cher aufwei-
sen. Hierzu reformulieren wir die Clusterentwicklung und kombinieren eine exakte Darstel-
lung der elektronischen Freiheitsgrade der von-Neumann-Methode mit einer approximativen
Behandlung der Hierarchie in den photonischen Freiheitsgraden. Zudem verwenden wir eine
Lindblad-Beschreibung, um Streu- und Dephasierungsprozesse in den Bewegungsgleichungen
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konsistent zu beru¨cksichtigen. Unterschiede zu fru¨heren Methoden werden diskutiert und Er-
gebnisse fu¨r die Emission in den freien Raum gezeigt. Zudem werden wir demonstrieren, wie
Ladungstra¨gerkorrelationen zu Multi-Exziton-Eﬀekten in den Emissionsspektren fu¨hren und
pra¨sentieren Resultate fu¨r die Emission eines einzelnen Quantenpunktes in einer Mikrokavita¨t.
In diesem Fall kann die exakte Lo¨sung der von-Neumann-Gleichung dazu verwendet werden,
die Praktikabilita¨t der vorgeschlagenen Methode zu demonstrieren.
Die Ergebnisse dieses Kapitels basieren hauptsa¨chlich auf [81].
6.1. Vielteilchenbeschreibung eingebetteter Quantenpunkt-Systeme
Quantenpunkte sind eingebettete Systeme und ihre elektronischen Einteilchenzusta¨nde sind
durch die Coulomb- und Phonon-Wechselwirkung an die Umgebung gekoppelt. Zu betonen ist,
dass die Korrelationen zwischen den Quantenpunkt-Ladungstra¨gern durch die Wechselwirkung
innerhalb des Quantenpunktes sowie mit den Photonen (z.B. bei Anwesenheit eines Resonators)
dominiert werden. Basierend hierauf behandeln wir die lokalisierten elektronischen Freiheits-
grade explizit und beru¨cksichtigen die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Quantenpunkt-
Ladungstra¨gern und deren Licht-Materie Wechselwirkung vollsta¨ndig. Die Kopplung der Sys-
temdynamik an die Zusta¨nde der Umgebung erfolgt im Rahmen einer Lindblad-Beschreibung.
Die Dynamik des Quantenpunkt-Dichteoperators ist dabei bestimmt durch die von-Neumann-
Lindblad-Gleichung
d
dt ρ = −i[HS, ρ] +
∑
X
γX
2 [2sXρs
†
X − s†XsXρ − ρs†XsX ] . (6.1)
Die quantenmechanische Zeitentwicklung des Systems ist hierbei durch den Kommutator mit
dem Hamiltonoperator
HS = H0e + He−e + H0pt + He−pt (6.2)
repra¨sentiert. Die Beitra¨ge wechselwirkenden Ladungstra¨gersystems H0e +He−e sowie der Wech-
selwirkung mit dem quantisierten elektromagnetischen Feld He−pt haben wir bereits in Kapi-
tel 2 im Elektron-Loch-Bild formuliert. In diesem Kapitel verwenden wir das Valenzband-
Leitungsband-Bild und geben die Beitra¨ge hierfu¨r der Vollsta¨ndigkeit halber noch einmal an:
H0e =
∑
i
εcic
†
ici +
∑
i
εvi v
†
i vi, (6.3)
He−e =
1
2
∑
ijkl
Vijkl c
†
ic
†
jckcl +
1
2
∑
ijkl
Vijkl v
†
i v
†
jvkvl +
∑
ijkl
Vijkl c
†
iv
†
jvkcl (6.4)
+ 12
∑
ijkl
Vijkl
(
v†i vkδjl + v
†
jvlδik − v†i vlδjk − v†jvkδil − 2c†iclδjk
)
,
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He−pt = −i
∑
ξ,i
(
gξbξc
†
ivi − g∗ξb†ξv†i ci
)
. (6.5)
Zu beachten ist, dass die Beitra¨ge des vollen Valenzbandes bereits in der Bandstruktur enthal-
ten sind.
Inkoha¨rente, dissipative Eﬀekte resultieren aus der System-Reservoir-Wechselwirkung, die auf
eine Summe von Lindblad-Operatoren fu¨hrt, vgl. Abschnitt 2.4. Der Operator sX beschreibt
hierbei U¨berga¨nge zwischen zwei Eigenzusta¨nden des System-Hamiltonoperators, die durch
ein fermionisches oder bosonisches Reservoir assistiert werden. Die relevanten Informatio-
nen u¨ber das Reservoir und seine Wechselwirkung mit dem System sind in den zugeho¨rigen
U¨bergangsraten γX entsprechend Gl. (2.35) enthalten.
Betrachtet man die Zeitentwicklung des Operator-Erwartungswertes 〈A〉 = Sp {ρA}, so kann
die Gl. (6.1) in Bewegungsgleichungen von Erwartungswerten u¨berfu¨hrt werden:
d
dt 〈A〉 = Sp
{ d
dtρA
}
= i 〈[HS, A]〉 +
∑
X
γX
2
(
〈[s†X , A]sX〉 + 〈s†X [A, sX ]〉
)
. (6.6)
Hierbei haben wir von der zyklischen Vertauschbarkeit der Operatoren unter der Spur Gebrauch
gemacht und angenommen, dass der Operator A nicht explizit zeitabha¨ngig ist. Infolge der
Vielteilchenwechselwirkung entsteht im Allgemeinen eine unendliche Hierarchie gekoppelter
Gleichungen. Ist der Hilbertraum jedoch beschra¨nkt, so bricht diese Hierarchie auf natu¨rliche
Weise ab, wie wir spa¨ter diskutieren werden.
Im Folgenden geben wir eine schematische Darstellung der Clusterentwicklung an, wobei wir
die Systemdynamik durch Bewegungsgleichungen fu¨r Korrelationsfunktionen anstelle von Ope-
ratorerwartungswerten beschreiben werden, und gehen auf die Konsequenzen der endlichen
Systemgro¨ße ein.
6.1.1. Korrelationsentwicklung fu¨r elektronische Freiheitsgrade
Wir betrachten zuna¨chst das elektronische Subsystem der einzelnen Quantenpunkte und neh-
men an, dass dieses bis zu Nvmax (N cmax) Ladungstra¨ger im Valenzband (Leitungsband) pro
Spinrichtung entha¨lt. Dies impliziert formal einen automatischen Abbruch der Hierarchie der
Bewegungsgleichungen, wie durch sukzessive Anwendung von Nvmax + 1 bzw. N cmax + 1 elek-
tronischen Vernichtungsoperatoren auf einen Systemzustand ersichtlich ist. Um die nachfol-
gende Diskussion zu vereinfachen, nehmen wir eine gleiche Anzahl gebundener Zusta¨nde fu¨r
Elektronen und Lo¨cher an, sodass der ho¨chste von null verschiedene Operatorerwartungswert
2(N cmax + Nvmax) ≡ 4Nmax Ladungstra¨geroperatoren pro Spinrichtung entha¨lt.
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Eine Korrelationsfunktion der Ordnung N ist durch
δ〈N〉 = 〈N〉 − δ〈N〉F (6.7)
deﬁniert, worin δ〈N〉F Produkte aller mo¨glichen Faktorisierungen des Operatorerwartungswer-
tes 〈N〉 in Korrelationsfunktionen von der Ordnung kleiner N repra¨sentiert. Im Falle fermioni-
scher Operatoren beinhaltet dies einen Vorzeichenwechsel, wenn eine ungerade Anzahl an Per-
mutationen notwendig ist, um Normalordnung herzustellen. Mit der Ordnung N werden dabei
Erwartungswerte bzw. Korrelationsfunktionen mit 2N Ladungstra¨geroperatoren bezeichnet.
Zum Beispiel sind Besetzungswahrscheinlichkeiten der Einteilchenzusta¨nde 〈c†ici〉 und 〈v†i vi〉
von erster Ordnung (Singlet) und repra¨sentieren unkorrelierte Objekte, d.h.
δ 〈1〉 ≡ 〈1〉 , (6.8)
wa¨hrend die Korrelationsfunktion δ 〈c†ic†jckcl〉 von der Ordnung N = 2 (Doublet) ist. Diese
beschreibt den Unterschied zwischen dem Zwei-Teilchen-Erwartungswert 〈c†ic†jckcl〉 und dessen
Faktorisierung in (unkorrelierte) Ein-Teilchen-Erwartungswerte:
δ 〈c†iv†jckvl〉 = 〈c†iv†jckvl〉 − 〈c†ivl〉 〈v†jck〉 + 〈c†ick〉 〈v†jvl〉 . (6.9)
Bei verschwindender Korrelation entspricht dies dem Ergebnis des Wick’schen Theorems [293].
Die durch die Gln. (6.7)–(6.8) deﬁnierte Hierarchie bricht durch die Beschra¨nkung in den Ope-
ratorerwartungswerten auf 2Nmax Ladungstra¨geroperatoren ab, was durch die Randbedingung
δ〈N〉 = −δ〈N〉F fu¨r N > Nmax (6.10)
repra¨sentiert ist. Dies stellt die korrekte Behandlung des endlichen Ladungstra¨gersystems si-
cher, da fu¨r N = Nmax+1 keine Kopplung an ho¨here Erwartungswerte erfolgt. Auf diese Weise
ist fu¨r einen endlichen Satz von Basiszusta¨nden die Formulierung von dynamischen Gleichun-
gen fu¨r Korrelationsfunktionen a¨quivalent zur Lo¨sung von Gl. (6.1).
Sind der elektronische Hilbertraum und die zugeho¨rige Anzahl elektronischer Freiheitsgrade
groß, so ist die Beru¨cksichtigung aller Korrelationsfunktionen weder mo¨glich noch notwendig.
Dies deﬁniert den Anwendungsbereich der Clusterentwicklungsmethode, wobei eine geeignete
Na¨herung auf dem Abbruch der Hierarchie basiert. Hierbei ist die maximale Ordnung, die
explizit in der Rechnung beru¨cksichtigt wird, viel kleiner als Nmax. Dies wird realisiert, indem
alle Korrelationsfunktionen ab einer Ordnung Ntrunc identisch null gewa¨hlt werden [82]:
δ〈N〉 = 0 fu¨r N > Ntrunc, (6.11)
was eine konsistente Beschreibung aller relevanten Erwartungswerte durch Korrelationsfunk-
120
Bewegungsgleichungsmethode zur Beschreibung von Korrelationseﬀekten
in endlichen Quantenpunkt-Systemen
tionen bis zur Ordnung Ntrunc erlaubt.
Fu¨r die nachfolgende Diskussion sei betont, dass dieses Vorgehen zwei getrennte Na¨herungen
beinhaltet: Einerseits wird der Einﬂuss korrelierter Prozesse mit mehr als 2Ntrunc Ladungs-
tra¨gern vernachla¨ssigt, andererseits ergibt sich fu¨r N > Nmax ein Widerspruch zwischen
Gl. (6.10) und Gl. (6.11), da letztere formal die Randbedingung durch die endliche Systemgro¨ße
verletzt. Die Konsequenzen beider Na¨herungen werden im Folgenden diskutiert.
Fu¨r eine approximative Behandlung der Ladungstra¨gerkorrelationen in großen Systemen ha¨ngt
die Ordnung, bis zu der N -Teilchen Korrelationen berechnet werden mu¨ssen, (i) von der Sta¨rke
der Dephasierungsprozesse und (ii) von den betrachteten Gro¨ßen ab: Die Wechselwirkung mit
den quasi-kontinuierlichen Zusta¨nden, z.B. durch die Coulomb- und Phonon-Wechselwirkung,
ist verantwortlich fu¨r die Da¨mpfung von Korrelationseﬀekten, wobei Korrelationen ho¨herer
Ordnung typischerweise sta¨rker dephasiert werden, sodass deren Einﬂuss auf die Dynamik von
Gro¨ßen niedrigerer Ordnung mit zunehmendem N abnimmt. Sind jedoch die Korrelations-
eﬀekte selbst von Interesse, so mu¨ssen die zugeho¨rigen Korrelationsfunktionen beru¨cksichtigt
werden. Dabei ko¨nnen Korrelationen der na¨chst ho¨heren Ordnung relevant sein, selbst wenn der
Einﬂuss auf Gro¨ßen kleiner Ordnung gering ist. So ist z.B. die Exziton-Bildung durch die Kor-
relationsfunktion zweiter Ordnung δ〈c†iv†jckvl〉 charakterisiert [120]. Eine Untersuchung dieser
Gro¨ße erfordert daher die Beru¨cksichtigung von Korrelationen jenseits des Singlet-Levels.
Der Fehler, der durch die Verletzung der Randbedingung (6.10) bedingt ist, ha¨ngt dabei ab so-
wohl (i) von der Systemgro¨ße in Relation zur Ordnung Ntrunc bei der die Hierarchie abgeschnit-
ten wird, als auch (ii) von der Sta¨rke der Dephasierungsprozesse im System. In großen Sys-
temen, wo die mo¨gliche Anzahl an Ladungstra¨gern die Ordnung Ntrunc um Gro¨ßenordnungen
u¨bersteigt, ist der Eﬀekt durch die Verletzung der Randbedingung bei der ho¨chsten Ordnung
vernachla¨ssigbar. Die Situation unterscheidet sich jedoch in Quantenpunkten mit nur wenigen
lokalisierten Zusta¨nden: Ist bei einer approximativen Behandlung die Ordnung Ntrunc dicht am
intrinsischen Abbruch der Hierarchie Nmax, so ist es wahrscheinlicher, dass der Fehler, der durch
die Ersetzung von Gl. (6.10) durch Gl. (6.11) entsteht, sich auf die explizit beru¨cksichtigten
Korrelationen auswirkt und signiﬁkant wird. Tatsa¨chlich fu¨hrt die Beschra¨nkung auf ein Sys-
tem mit wenigen Teilchen zu sta¨rkeren Ladungstra¨gerkorrelationen ho¨herer Ordnung. In Ab-
schnitt 6.2 werden wir konkret einen Quantenpunkt mit zwei gebundenen Zusta¨nden fu¨r Elek-
tronen und Lo¨cher betrachten. Hierbei werden wir zeigen, dass die Methode der Clusterent-
wicklung tatsa¨chlich nicht fu¨r die Beschreibung des elektronischen Subsystems geeignet ist und
stattdessen die exakte Beschreibung unter Beru¨cksichtigung von Gl. (6.10) verwendet werden
muss.
Vielteilchenbeschreibung fu¨r gemischte Erwartungswerte 121
6.1.2. Vielteilchenbeschreibung fu¨r gemischte Erwartungswerte
Wir betrachten nun den Fall, dass die Hierarchie von Bewegungsgleichungen nicht nur durch
die elektronischen Freiheitsgrade entsteht, sondern auch durch die Wechselwirkung mit einem
weiteren Subsystem, das expliziter Bestandteil des System-Hamiltonoperators ist, z.B. durch
die Kopplung von Ladungstra¨gern an die Photonen. Im Folgenden werden wir diskutieren,
wie sich die Ordnung von Korrelationsfunktionen mit gemischten Operatoren zu verschiedenen
Subsystemen klassiﬁzieren la¨sst, und wie eine systematisch Na¨herung im Sinne der Clusterent-
wicklung erfolgen kann.
Als Beispiel betrachten wir die Zeitentwicklung des Vernichtungsoperators eines Ladungs-
tra¨gers im Leitungsband und eines Photons in Bezug auf den Hamiltonoperator der Licht-
Materie-Wechselwirkung
d
dt ci
∣∣∣∣
He−pt
= −
∑
ξ
gξbξvi , (6.12)
d
dt bξ
∣∣∣∣
He−pt
=
∑
i
g∗ξv
†
i ci , (6.13)
wobei jeweils eine Hierarchie in den Photonen- und in den Ladungstra¨geroperatoren entsteht:
In der Bewegungsgleichung fu¨r die Ladungstra¨geroperatoren (6.12) wird ein zusa¨tzlicher Pho-
tonenoperator hinzugefu¨gt, wa¨hrend in Gl. (6.13) ein Ladungstra¨geru¨bergang v†i ci mit der
zeitlichen A¨nderung des Photonoperators assoziiert ist.
Entsprechend fu¨hren wir eine Klassiﬁkation gemischter Korrelationsfunktionen δ〈M,N〉, die
M Photon- und 2N Ladungstra¨geroperatoren enthalten, durch das Tupel (M,N) ein. Die
Gl. (6.7) wird dann durch
δ〈M,N〉 = 〈M,N〉 − δ〈M,N〉F (6.14)
verallgemeinert, worin die Faktorisierung δ〈M,N〉F alle mo¨glichen Produkte von Korrelations-
funktionen der Ordnung (M ′, N ′) entha¨lt, welche die drei Kriterien N ′ ≤ N , M ′ ≤ M , und
N ′ + M ′ < N + M erfu¨llen. Die Klassiﬁkation ist in Abb. 6.1 (a) illustriert, wobei jeder Satz
von Korrelationsfunktionen der Ordnung (M,N) durch einen Punkt repra¨sentiert ist. Ziel des
vorgeschlagenen Klassiﬁkationsschemas ist es, einerseits eine klare Deﬁnition der Korrelations-
eﬀekte zu ermo¨glichen, die bei jeder Ordnung beru¨cksichtigt werden, und zwar solche, die N
Ladungstra¨ger und M Photonen involvieren. Andererseits erlaubt diese Vorgehensweise, bei-
de Hierarchien auf unterschiedliche Weise zu behandeln, was wir spa¨ter im Detail diskutieren
werden.
Ein hiervon abweichendes Schema wurde in der Vergangenheit verwendet und ist typischer-
weise mit der Methode der Clusterentwicklung assoziiert [82, 139]. Hierbei werden gemischte
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Abbildung 6.1.: (a) Illustration der Klassiﬁkation gemischter Korrelationsfunktionen
δ〈N,M〉 entsprechend der Anzahl an Ladungstra¨ger- (2N) und Photonoperatoren (M) (re-
pra¨sentiert durch Punkte). (b) Klassiﬁkation und Trunkierung gema¨ß der konventionellen Me-
thode der Clusterentwicklung. Gemischte Korrelationsfunktionen werden durch eine einzelne
Hierarchie der Ordnung N + M charakterisiert. Der schattierte Bereich umfasst alle Korrela-
tionen bis zum Doublet-Level (N + M)trunc = 2. (c) Situation in Systemen, deren Zahl von
Elektronen und Lo¨chern auf zwei limitiert ist. Hierdurch schließt die Hierarchie der Ladungs-
tra¨geroperatoren auf natu¨rliche Weise bei der Ordnung Nmax = 2 und ist im Prinzip nicht
durch die Anzahl an Photonoperatoren M beschra¨nkt. Ein Abbruch muss daher manuell erfol-
gen. Als ein Beispiel zeigt der schattierte Bereich die notwendigen Korrelationsfunktionen fu¨r
Mtrunc = 4.
Korrelationsfunktionen δ〈M,N〉 durch eine einzelne Zahl M +N klassiﬁziert, was schematisch
in Abb. 6.1 (b) gezeigt ist. Dieses Schema basiert auf der Beobachtung, dass die Kopplung von
Ladungstra¨gern und Photonen u¨ber den Jaynes-Cummings-Hamiltonoperator auf eine formale
A¨quivalenz zwischen dem Vernichtungsoperator eines Photons und dem Erzeugungsoperator
eines Elektron-Loch-Paares fu¨hrt. Korrelationsfunktionen mit N + M = 1, 2, 3, 4, ... wurden
dabei analog zum rein elektronischen Fall als Singlets, Doublets, Triplets, Quadruplets usw.
bezeichnet. Wie fu¨r das elektronische System in Abschnitt 6.1.1 beschrieben, erfolgt der Ab-
bruch der Hierarchie bei (N+M)trunc und alle Korrelationsfunktionen ho¨herer Ordnung werden
zu null approximiert. Analog zu Gl. (6.11) ist dann
δ〈M,N〉 = 0 fu¨r N + M > (N + M)trunc . (6.15)
Eine Illustration ist in Abb. 6.1 (b) gegeben, wo der schattierte Bereich den Korrelationen
entspricht, die bis zum Doublet-Level beru¨cksichtigt werden. Eine auf diesem Schema basie-
rende Clusterentwicklung wurde fu¨r Systeme verwendet, wo ein Abbruch der Hierarchie bei
einer Ordnung durchgefu¨hrt wurde, die viel kleiner als die implizit angenommene Gro¨ße des
elektronischen Subsystems1 ist [120, 139].
Dies bringt uns zu der Frage, wie das Hierarchieproblem in einem System formuliert werden
1Das photonische Subsystem ist von Natur aus unbeschra¨nkt.
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kann, wenn das elektronische Subsystem durch eine kleine Anzahl an Ladungstra¨gern be-
schra¨nkt ist, und fu¨hrt auf die Deﬁnition der FSH2-Methode: Wie wir in Abschnitt. 6.1.1 fu¨r
das elektronische Subsystem in Abwesenheit zusa¨tzlicher Wechselwirkungen diskutiert haben,
ergeben sich aus der approximativen Behandlung der Methode der Clusterentwicklung Fehler
in der Randbedingung; dies macht unter Umsta¨nden eine exakte Behandlung der elektroni-
schen Freiheitsgrade in Analogie zur von-Neumann Gleichung erforderlich. In einem System
mit Korrelationsfunktionen fu¨r gemischte Operatoren δ〈M,N〉 kann die Randbedingung (6.10)
folgendermaßen verallgemeinert werden:
δ〈M,N〉 = −δ〈M,N〉F ∀ N > Nmax . (6.16)
Um die elektronischen Korrelationen exakt zu beschreiben, mu¨ssen alle Korrelationsfunktionen
δ〈M,N〉 bis zur Ordnung N = Nmax beru¨cksichtigt und Gl. (6.16) muss bis zu dieser Ordnung
erfu¨llt werden. Die Hierarchie in den photonischen Operatoren ist nicht begrenzt, kann jedoch
bei der Ordnung Mtrunctrunkiert werden. Die Ordnung, bei der diese Na¨herung durchgefu¨hrt
wird, ha¨ngt von den betrachteten Gro¨ßen sowie von der Beziehung zwischen Korrelationsaufbau
und Dephasierung ab. Eine schematische Darstellung der FSH-Methode ist in Abb. 6.1 (c)
gegeben, wo exemplarisch die Anzahl an Elektronen und Lo¨chern auf Nmax = 2 beschra¨nkt ist
und die Hierarchie bei Mtrunc = 4 Photonen abgebrochen wird.
Zusammenfassend kann die Behandlung eines elektronischen Systems in einem endlichen Hil-
bertraum, ausgehend von der allgemeinen Form der von-Neumann-Gleichung, als ein geschlos-
sener Satz von Bewegungsgleichungen fu¨r Korrelationsfunktionen formuliert werden, der die
elektronischen Freiheitsgrade vollsta¨ndig repra¨sentiert. Eine weitere Hierarchie in den Pho-
tonenoperatoren verhindert eine exakte Darstellung, da alle elektronischen Operatorerwar-
tungswerte zusa¨tzliche Photonenoperatoren enthalten ko¨nnen. Die Hierarchie in Bezug auf die
Photonenoperatoren erfordert daher eine approximative Behandlung im Sinne der Methode
der Clusterentwicklung. In der Praxis ist dies jedoch unkritisch, wie wir in Abschnitt 6.4 de-
monstrieren werden. Ein Diskussion der Unterschiede zwischen der Clusterentwicklung, die
eine zusa¨tzliche Approximation in Bezug auf die elektronischen Freiheitsgrade beinhaltet, und
der FSH-Methode wird in den Abschnitten 6.3 und 6.4 gegeben.
6.2. Formulierung der Bewegungsgleichungen
Im Folgenden wird die FSH-Methode an einem konkreten Beispiel illustriert, indem dynami-
sche Gleichungen fu¨r das Quantenpunkt-Mikrokavita¨tssystem aus Kapitel 3 entwickelt werden.
Hierzu betrachten wir einen Quantenpunkt mit zwei gebundenen Zusta¨nden fu¨r Elektronen und
Lo¨cher, die wir mit s- und p-Schale bezeichnen. Entsprechend der Diskussion in Abschnitt 3.3.1
2engl.: ﬁnite-size hierarchy
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werden nur Ladungstra¨ger einer Spinrichtung beru¨cksichtigt, was fu¨r selbstorganisierte Quan-
tenpunkte im Regime starker nicht-resonanter Anregung eine sinnvolle Na¨herung darstellt, da
Streuprozesse mit Ladungstra¨gern in den quasi-kontinuierlichen Zusta¨nden die spektralen Li-
nien verbreitern. Fu¨r Anwendungen wie z.B. Spektroskopie bei schwacher Anregung mu¨ssen
zur Beschreibung des Systems auch Spin-Freiheitsgrade explizit beru¨cksichtigt werden. Auf
dem Niveau von zwei-Teilchen-Korrelationen wurde diese Situation z.B. von Hohenester et al.
studiert [118].
In den Abschnitten 6.2–6.4 werden wir eine weitere Na¨herung verwenden, wodurch die Hierar-
chie der Bewegungsgleichungen deutlich vereinfacht wird: Die Gesamtzahl mo¨glicher elektroni-
scher Konﬁgurationen in dem beschriebenen Quantenpunkt ist 16, da null bis vier Elektronen
auf die lokalisierten Einteilchenzusta¨nde verteilt werden ko¨nnen. Die FSH-Methode, in der die
elektronischen Freiheitsgrade exakt behandelt werden, erfordert es, alle Operatorerwartungs-
werte bis zu 2(N cmax + Nvmax) = 8 Ladungstra¨geroperatoren zu beru¨cksichtigen. Der ho¨chste
von null verschiedene Ladungstra¨ger-Operatorerwartungswert ist die Vier-Teilchen-Gro¨ße
〈c†sc†pv†sv†pvpvscpcs〉 . (6.17)
Eine Herleitung der Bewegungsgleichungen fu¨r die entsprechenden Korrelationsfunktionen ist
anspruchsvoll und nur unter Verwendung einer automatisierten Erzeugung der Gleichungen
empfohlen. Fu¨r diese Aufgabe wurde daher in Zusammenarbeit mit der Gruppe von Prof.
Jan Wiersig in Magdeburg ein separates Programm in FORM [286] entwickelt, das dies eﬃzi-
ent ermo¨glicht. Zur Vereinfachung beschra¨nken wir die Anzahl der mo¨glichen Konﬁgurationen
durch die folgenden Annahmen:
1. Ein eﬀektiver paarweiser Einfang von Ladungstra¨gern wird angenommen, wobei die Ein-
streuung eines Elektrons in die Quantenpunkt p-Schale stets von dem Einfang eines
Loches begleitet ist. Entsprechend wird im cv-Bild ein im p-Zustand des Valenzbandes
beﬁndlicher Ladungstra¨ger in den Leitungsband p-Zustand angeregt.
2. Nur Intraband-Streuprozesse, welche die Ladungstra¨gerzahl innerhalb des Quantenpunk-
tes erhalten, werden beru¨cksichtigt.
Da die optische Rekombination ebenfalls Teilchenzahl-erhaltend ist, ko¨nnen sich unter dieser
Annahme lediglich die in Abb. 6.2 gezeigten Konﬁgurationen bilden, wobei alle genau zwei
Ladungstra¨ger beinhalten. Daher sind die gro¨ßten Operatorerwartungswerte, die fu¨r dieses
System mit der Randbedingung N cmax = Nvmax = 2 ausgewertet werden mu¨ssen, solche mit bis
zu vier Ladungstra¨geroperatoren, zuzu¨glich weiterer Photonoperatoren. Im Zusammenhang
mit der Biexziton-Rekombination wird ein Beispiel zu Beginn von Abschnitt 6.3 diskutiert
werden.
Mehrere Streuprozesse werden gema¨ß Abschnitt 2.4 u¨ber Lindblad-Terme beru¨cksichtigt: der
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Abbildung 6.2.: Mo¨gliche Konﬁgurationen fu¨r einen Quantenpunkt mit vier Zusta¨nden und
insgesamt zwei Elektronen im Valenz- und Leitungsband. Die Darstellung ist im Valenzband-
Leitungsband-Bild gegeben.
diskutierte paarweise Einfang von Ladungstra¨gern aus dem Kontinuum in die lokalisierten
p-Zusta¨nde mit einer Rate P sowie Ladungstra¨gerstreuung im Leitungsband (p nach s) und
Valenzband (s nach p) mit den Raten γccsp und γvvps . Die Raten γccps und γvvsp entsprechen dabei
dem entgegengesetzten Prozess.
Der nachfolgende Abschnitt, in dem die FSH-Hierarchie hergeleitet wird, ist zweigeteilt: Zu-
na¨chst behandeln wir die Dynamik durch die Beitra¨ge des Hamiltonoperators und verwenden
exemplarisch die Licht-Materie-Wechselwirkung. Anschließend werden die Beitra¨ge der System-
Bad-Wechselwirkung diskutiert. Ein Schwerpunkt wird auf den Unterschied zwischen der FSH-
Methode und der Clusterentwicklung gelegt und Abweichungen in den Bewegungsgleichungen
werden aufgezeigt.
6.2.1. Hamilton-Dynamik
Die Ladungstra¨gerbesetzung sowie die mittlere Photonenzahl in der Kavita¨t sind Observablen
von niedrigster Ordnung und koppeln u¨ber die Heisenbergsche Bewegungsgleichung an Ope-
ratorerwartungswerte ho¨herer Ordnung. Die entstehende Hierarchie ist in den Ladungstra¨ger-
Freiheitsgraden beschra¨nkt, wa¨hrend die photonische Hierarchie bei Mtrunc = 2 trunkiert wird,
siehe Abschnitt 6.1.2.
Die Beitra¨ge der Licht-Materie-Wechselwirkung He−pt zur Heisenbergschen Bewegungsglei-
chung fu¨r die Ladungstra¨gerbesetzung im Leitungsband f ci = 〈c†ici〉 sind durch
d
dt f
c
i
∣∣∣
He−pt
= −2Re
∑
ξ
g∗ξΠξ,i (6.18)
gegeben. Der Realteil der Photon-assistierten Polarisation Πξ,i = δ〈b†ξv†i ci〉 beschreibt die
U¨bergangsamplitude zwischen den Quantenpunktzusta¨nden und ist proportional zur Kopp-
lungssta¨rke gξ der Licht-Materie-Wechselwirkung. Um Gl. (6.18) lo¨sen zu ko¨nnen, werden
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zusa¨tzlich die dynamischen Gleichungen fu¨r die Photon-assistierte Polarisation
d
dt Πξ,i
∣∣∣
He−pt
=gξ f ci (1 − fvi ) + gξ
∑
α
Cxαiiα
+gξNξ(f ci − fvi ) + gξN cξ,i − gξN vξ,i
(6.19)
beno¨tigt, die eine Ordnung ho¨her in der Hierarchie in Bezug auf die Photonenoperatoren sind.
Die Rekombination einer Quantenpunkt-Anregung, beschrieben durch Πξ,i, erfordert nicht nur
die Anwesenheit eines Ladungstra¨gers im Leitungsband, sondern auch die Nichtbesetzung ei-
nes Valenzbandzustandes, was auf eine Emissionsrate proportional zu 〈c†iviv†jcj〉 fu¨hrt (vgl.
Ref. [139]). In Gl. (6.19) geht die Faktorisierung dieser Erwartungswerte durch die Beitra¨ge
zweier unkorrelierter Ladungstra¨ger im Leitungs- und Valenzband ∝ f ci (1−fvi ) und Interband-
Ladungstra¨gerkorrelationen ∝ Cxijji := δ〈c†iv†jcjvi〉 entsprechend Gl. (6.7) ein. Daher kann die
erste Zeile in Gl. (6.19) als Quellterm der spontanen Emission identiﬁziert werden, der in diesem
Formalismus als Folge der Quantisierung des Lichtfeldes automatisch enthalten ist. Die zweite
Zeile in Gl. (6.19) entsteht aus den gemischten Erwartungswerten 〈b†ξbξc†ici〉 und 〈b†ξbξv†i vi〉.
Deren unkorrelierter Beitrag ist proportional zur Photonenzahl Nξ := 〈b†ξbξ〉 und kann der
stimulierten Emission und Absorption zugeordnet werden, wa¨hrend N cξ,i := δ〈b†ξbξc†ici〉 und
N vξ,i := δ〈b†ξbξv†i vi〉 Korrelationen zwischen Ladungstra¨gern und Photonen repra¨sentieren.
Im Folgenden nehmen wir eine inkoha¨rente Besetzung von Ladungstra¨gern an, die entweder
elektrisch injiziert oder optisch in den delokalisierten Zusta¨nden erzeugt wird, wobei schnelle
Relaxationsprozesse zu einer Dephasierung koha¨renter Polarisationen fu¨hren. Ohne die Anwe-
senheit eines koha¨renten externen Feldes verschwinden der Erwartungswert der Feldoperatoren
〈b†ξ〉 sowie die koha¨renten Polarisationen 〈v†i cj〉, siehe Ref. [139]. Zudem werden wir keine Kor-
relationen zwischen verschiedenen optischen Moden betrachten, was in Gegenwart eines Mi-
kroresonators gerechtfertigt ist, wo eine einzelne Kavita¨tsmode u¨ber alle anderen verstimmten
Moden oder Verlustmoden3 dominiert.
Signiﬁkante Beitra¨ge von Korrelationen ho¨herer Ordnung in Bezug auf die Photonen ko¨nnen
erwartet werden, wenn z.B. einer der betrachteten Quantenpunktu¨berga¨nge resonant mit der
Kavita¨tsmode ist und hierdurch ein Feedback der emittierten Photonen ermo¨glicht. Jedoch
fu¨r die Emission eines Quantenpunktes in das Modenkontinuum des freien Raumes sind Kor-
rekturen zur dynamischen Entwicklung der Photon-assistierten Polarisation durch Photonen-
korrelationen ho¨herer Ordnung vernachla¨ssigbar, da ein Photon direkt nach der Emission in
das Kontinuum dissipiert. Dennoch ko¨nnen Ladungstra¨gerkorrelationen weiterhin eine wichtige
Rolle spielen, wie in Ref. [11] gezeigt wurde. Insbesondere im Regime weniger Emitter diktieren
diese Korrelationen stark die Ladungstra¨ger-Photon-Dynamik und sind unverzichtbar fu¨r die
Beschreibung der Lumineszenz eines einzelnen Quantenpunktes.
3engl.: leaky modes
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N
0 1 2
0 / 〈c†c〉 , 〈v†v〉 δ〈c†v†cv〉, δ〈c†c†cc〉, δ〈v†v†vv〉
M 1 / δ〈b†v†c〉 δ〈b†c†v†cc〉, δ〈b†v†v†cv〉
2 〈b†b〉 δ〈b†bc†c〉, δ〈b†bv†v〉 δ〈b†bc†v†cv〉, δ〈b†bv†v†vv〉, δ〈b†bc†c†cc〉, δ〈b†b†v†v†cc〉
...
...
...
...
Tabelle 6.1.: U¨bersicht der relevanten Korrelationsfunktionen fu¨r das in Abschnitt 6.2 disku-
tierte Halbleiter-Lumineszenz-Modell.
Der Beitrag der Licht-Materie-Wechselwirkung des Hamiltonoperators (6.3) fu¨hrt auf die Zeit-
entwicklung
d
dt C
x
ijkl
∣∣∣
He−pt
= −
∑
ξ
δilδjk
[
g∗ξ (fvi − f ci )Πξ,j + gξ(fvj − f cj )Π∗ξ,i
]
(6.20)
+
∑
ξ
[
gξΠc,∗ξ,lkji + g
∗
ξΠcξ,ijkl − gξΠv,∗ξ,lkji − g∗ξΠvξ,ijkl
]
.
Die erste Zeile entha¨lt die faktorisierten Beitra¨ge der Erwartungswerte 〈b†ξc†iv†jckcl〉 und
〈b†ξv†i v†jckvl〉. Die verbleibenden Korrelationsbeitra¨ge Πcξ,ijkl := δ〈b†ξc†iv†jckcl〉 und Πvξ,ijkl :=
δ〈b†ξv†i v†jckvl〉 sind Bestandteil der zweiten Zeile. Speziell beschreibt Πc/vξ,ijij = −Πc/vξ,ijji korre-
lierte Prozesse einer Photon-assistierten Polarisation in Anwesenheit weiterer Ladungstra¨ger
im Leitungs- oder Valenzband. Auf gleiche Weise ko¨nnen Gleichungen fu¨r die Intraband-
Ladungstra¨gerkorrelationen Ccijkl := δ〈c†ic†jckcl〉 und Cvijkl := δ〈v†i v†jvkvl〉 erhalten werden, siehe
Anhang D.
In der Zeitentwicklung der gemischten Korrelationsfunktionen Πcξ,ijkl und Πvξ,ijkl wird der in
Abschnitt 6.1.2 diskutierte natu¨rliche Abbruch der Hierarchie ersichtlich. Zum Versta¨ndnis
geben wir eine schematische Erkla¨rung mit der in Abschnitt 6.1 eingefu¨hrten Notation. Die
Gro¨ßen Πcξ,ijkl und Πvξ,ijkl sind Korrelationsfunktionen δ〈M,N〉 der Ordnung M = 1 und
N = 2. Die Zeitentwicklung in Bezug auf den Beitrag der Licht-Materie-Wechselwirkung zum
Hamiltonoperator ist durch
d
dt δ〈1, 2〉
∣∣∣∣
He−pt
= 〈0, 3〉 + 〈2, 2〉 (6.21)
− ddt (δ〈1, 1〉) 〈0, 1〉 − δ〈1, 1〉
d
dt 〈0, 1〉
gegeben und jeder Term dieser schematischen Darstellung kann mehreren Beitra¨gen entspre-
chen. Die zeitliche Ableitung der Faktorisierung ist in der letzten Zeile subtrahiert worden, um
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eine Korrelationsfunktion zu erhalten, siehe Gl. (6.7). Durch die Beschra¨nkung auf zwei La-
dungstra¨ger in den Quantenpunktzusta¨nden entfa¨llt der erste Term, da er Prozesse beschreibt,
in denen drei Ladungstra¨ger erzeugt oder vernichtet werden. Um diese Eigenschaft des Systems
sicherzustellen muss die zusa¨tzliche Bedingung
δ〈0, 3〉 = −δ〈0, 2〉 〈0, 1〉 − 〈0, 1〉 〈0, 1〉 〈0, 1〉 (6.22)
erfu¨llt werden, was bedeutet, dass in der Tat alle Korrelationsfunktionen bis zu Nmax = 2
beru¨cksichtigt werden mu¨ssen. Dies ist der Ausdruck dessen, was wir zuvor als eine Erho¨hung
der Korrelationen durch eine Beschra¨nkung der Systemgro¨ße bezeichnet haben. Die verbleiben-
de Hierarchie in den Photonoperatoren ist auf dem gewu¨nschten Level Mmax trunkiert und alle
Terme, die in der Clusterentwicklung bis zu Mmax = 2 enthalten sind, werden in Tabelle 6.1
zusammengefasst.
Wendet man die Clusterentwicklung auf den verbleibenden zweiten Term in Gl. (6.21) an, so
erha¨lt man
d
dt δ〈1, 2〉
∣∣∣∣
He−pt
= + δ〈2, 2〉 + δ〈2, 0〉δ〈0, 2〉 + δ〈1, 1〉δ〈1, 1〉 + δ〈2, 1〉 〈0, 1〉 (6.23)
− ddt (δ〈1, 1〉) 〈0, 1〉 − δ〈1, 1〉
d
dt 〈0, 1〉 .
Eine explizite Rechnung, die hinter der schematischen Darstellung steht, ergibt die folgende
Bewegungsgleichung
d
dt Π
c
ξ,ijkl
∣∣∣∣
He−pt
=
[
gξf
c
i f
c
j f
v
j − g∗ξΠξ,iΠξ,j (6.24)
+ gξN cξ,i(f cj − fvj ) − gξf ci
∑
α
Cxαjjα
]
(δilδjk − δikδjl)
+ gξ(1 + Nξ)Ccijkl + gξNξ(Cxijlk − Cxijkl)
+ gξδ〈b†ξbξc†ic†jckcl〉 + gξδ〈b†ξbξc†iv†jclvk〉
− gξδ〈b†ξbξc†iv†jckvl〉 − g∗ξδ〈b†ξb†ξv†i v†jckcl〉 .
Analog ko¨nnen Gleichungen fu¨r Πvξ,ijkl erhalten werden.
Es ist bemerkenswert, dass die Beschra¨nkung auf eine bestimmte Systemgro¨ße die Struktur
der zugrunde liegenden Bewegungsgleichungen fundamental a¨ndert. So entha¨lt Gl. (6.24) in
der ersten Zeile ein fu¨r die Clusterentwicklung untypisches Produkt aus drei Besetzungsfakto-
ren, die durch Subtraktion der Faktorisierung in der letzten Zeile von Gl. (6.23) entstehen
(Gl. (6.19) entha¨lt einen Beitrag ddt δ〈1, 1〉 ∝ 〈0, 1〉 〈0, 1〉). In einem System ohne die Be-
schra¨nkung auf zwei Ladungstra¨ger wu¨rden diese Terme durch die Faktorisierung der Drei-
Teilchen-Erwartungswerte 〈0, 3〉 kompensiert werden, was Ausdruck des Linked-Cluster-Theo-
rems [82] ist. Abschließend kann die Korrelationsfunktion δ〈b†ξb†ξv†i v†jckcl〉 in der letzten Zeile
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von Gl. (6.24) der spontanen Zwei-Photonen-Emission zugeordnet werden, die fu¨r einen ein-
zelnen Quantenpunkt in einer Nanokavita¨t hoher Gu¨te in Form eines photonischen Kristalls
nachgewiesen wurde [208].
Die Gln. (6.18)–(6.24) zusammen mit denen in Anhang D bilden einen geschlossenen Satz
gekoppelter nichtlinearer Gleichungen fu¨r die Hamilton-Dynamik. Bevor wir uns den numeri-
schen Ergebnissen zuwenden, werden wir noch die Beitra¨ge durch Streuung und Dephasierung
zu diesen Gleichungen diskutieren.
6.2.2. System-Reservoir-Wechselwirkung
In Abschnitt 2.4 haben wir Streuungs- und Dephasierungsprozesse u¨ber eine System-Reservoir-
Wechselwirkung beschrieben. In den Bewegungsgleichungen ko¨nnen diese Beitra¨ge entspre-
chend Gl. (6.6) u¨ber Lindblad-Terme beru¨cksichtigt werden.
Eine mikroskopische Beschreibung dieser Prozesse ist im Rahmen der Bewegungsgleichungs-
methode mo¨glich und kann in einer gemischten Basis aus lokalisierten und delokalisierten
Zusta¨nden formuliert werden. In Ref. [45, 120] wurde die Ladungstra¨ger-Phonon-Wechsel-
wirkung fu¨r einen Quantenﬁlm explizit im Hamiltonoperator beru¨cksichtigt. Allerdings geht
diese Vorgehensweise mit einer zusa¨tzlichen Hierarchie in Bezug auf die Phonon-Operatoren
einher, was die Klassiﬁkation gemischter Korrelationsfunktionen erschwert, da diese neben den
Ladungstra¨ger- und Photon-Operatoren auch Phonon-Operatoren enthalten ko¨nnen. Beru¨ck-
sichtigt man ferner die delokalisierten Zusta¨nde des Quasi-Kontinuums der zweidimensiona-
len Benetzungsschicht auf dem gleichen Niveau wie die Gleichungen in Abschnitt 6.2.1, so
wu¨rde dies gekoppelte nichtlineare Integro-Diﬀerentialgleichungen fu¨r Korrelationsfunktionen
beinhalten, die etliche Indizes von Kontinuumszusta¨nden tragen. Eine numerische Lo¨sung ist
hierfu¨r aktuell nur in bestimmten Grenzfa¨llen mo¨glich. Aus diesem Grund werden wir Streu-
und Dephasierungsprozesse im Rahmen der Clusterentwicklungsmethode u¨ber den Lindblad-
Formalismus beschreiben. Der Vorteil besteht darin, dass die delokalisierten Zusta¨nde in Bezug
auf die Systemdynamik nur in die Berechnung der Lindblad-Raten eingehen, wobei diese ent-
weder pha¨nomenologisch oder durch eine quantenkinetische Rechnung erhalten werden ko¨nnen,
vgl. Abschnitt 2.4. Durch Auswertung der zweiten Zeile von Gl. (6.6) ko¨nnen nun die Beitra¨ge
der Streuung, Pumpanregung und Kavita¨tsverluste zur Bewegungsgleichung berechnet werden.
Intraband-Streuprozesse Fu¨r Ladungstra¨gerstreuung zwischen den gebundenen Quanten-
punktzusta¨nden μ und ν im Leitungsband erhalten wir
d
dt 〈A〉
∣∣
scatt =
∑
μ =ν
μ,ν∈{s,p}
γccμν
2
[
〈[c†νcμ, A]c†μcν〉 + 〈c†νcμ[A, c†μcν ]〉
]
, (6.25)
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worin wir sX durch c†μcν und die Lindblad-Raten γX durch die Intraband-Streuraten γccμν iden-
tiﬁziert haben. Die resultierende A¨nderung der Einteilchenbesetzung f cν = 〈c†νcν〉 durch die
Intraband-Streuung folgt
d
dt f
c
ν
∣∣
scatt = S
in
ν (1 − f cν) − Soutν f cν (6.26)
+
∑
μ =ν
(γccνμ − γccμν)Ccνμνμ
und nimmt die Form des Boltzmannschen Stoßtermes (erste Zeile) an und entha¨lt Ein- und Aus-
streubeitra¨ge mit den entsprechenden Raten Sinν =
∑
μ =ν γccνμf cμ und Soutν =
∑
μ=ν γccμν(1 − f cμ)
sowie Korrelationsbeitra¨ge jenseits der Einteilchenbeschreibung (zweite Zeile). Es ist oﬀensicht-
lich, dass die Gesamtladungstra¨gerzahl erhalten ist, d.h. ddt
∑
ν f
c
ν = 0, was die Spur-Erhaltung
durch die Lindblad-Terme reﬂektiert.
Vernachla¨ssigt man die Ladungstra¨gerkorrelationen Ccνμνμ in Gl. (6.26), so werden nur die
Besetzungen f cν der Einteilchenzusta¨nde beru¨cksichtigt, die durch Mittelung u¨ber alle Konﬁ-
gurationen folgen, welche einen Ladungstra¨ger im Zustand ν enthalten. Hierdurch kann die
Einteilchenbeschreibung nicht zwischen verschieden Konﬁgurationen mit einer Besetzung des
Zustandes ν unterscheiden und sie tra¨gt dem Pauli-Prinzip nur im gemittelten Sinne Rechnung.
Betrachtet wird das Beispiel der Ladungstra¨gerrelaxation im Leitungsband: Die Konﬁguratio-
nen |1Xp〉, |0Xp〉 und |2Xsp〉 sind gu¨ltige Anfangskonﬁgurationen fu¨r einen Streuprozess eines
Elektrons von p nach s, obgleich das Pauli-Prinzip den Ladungstra¨geru¨bergang fu¨r letzten
verbietet, da die s-Schale bereits einen Ladungstra¨ger entha¨lt. In diesem Fall erlaubt die Ein-
teilchenbeschreibung eine Relaxation und damit verbundene Dephasierung, wa¨hrend dieser
Prozess in einer exakten Beschreibung auf Basis der Konﬁgurationen verboten ist. Insbeson-
dere bei schwacher Anregung und tiefen Temperaturen sollten die Ladungstra¨gerkorrelationen
in Gl. (6.26) beru¨cksichtigt werden, siehe Abschnitt 2.4.
Die Beru¨cksichtigung der Streuprozesse fu¨hrt zu einer natu¨rlichen Dephasierung der Korrela-
tionsfunktionen. Die Streubeitra¨ge der Bewegungsgleichungen fu¨r die Photon-assistierte Pola-
risation
d
dt Πξ,ν
∣∣
scatt = −ΓνΠξ,ν −
1
2
∑
μ =ν
(γccνμ − γccμν)Πcξ,μννμ
entha¨lt eine besetzungsabha¨ngige Dephasierungsrate Γν = 12(Sinν +Soutν ), anstelle einer konstan-
ten Rate Γ, die ha¨uﬁg in der Literatur verwendet wird. Um den Einﬂuss der Korrelationen zu
studieren, ist es entscheidend, die Dephasierung ada¨quat zu beschreiben, da hierdurch die Zeits-
kala bestimmt wird, auf der die Korrelationen ausgeda¨mpft werden. Wie in Ref. [11] gezeigt
wurde, kann der Einﬂuss der Ladungstra¨gerkorrelationen auf die Dynamik der Lumineszenz
stark sein, wenn die Dephasierung vernachla¨ssigt wird. Hingegen fu¨hrt eine konstante Depha-
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sierung der Interband-Korrelationen im μeV Bereich bereits zu einer vollsta¨ndigen Da¨mpfung
der Korrelationen auf einer Zeitskala von mehreren 100 ps. Fu¨r eine quantitative Vorhersage ist
daher eine konsistente Behandlung der Dephasierung fu¨r verschiedene Korrelationsfunktionen
notwendig. Die Dynamik der Interband-Ladungstra¨gerkorrelationen infolge einer Intraband-
Streuung durch den Lindblad-Term (6.25) ist durch
d
dtC
x
ijkl
∣∣
scatt = −
∑
μ=ν
μ,ν∈{s,p}
γccμν
2
{
Cxijkl(δiμ + δkμ) (6.27)
−2
[
f cμf
v
j (δiμδkμ − δiνδkν)δjl + Cxμjμlδiνδkν
]
−2
[
(f cμ(1 − f ci ) − Ccμiiμ)δiν − (f ci (1 − f cν) − Cciννi)δiμ
]
fvj δikδjl
}
gegeben. Hieraus folgt zusammen mit den Symmetrie-Eigenschaften4
Ccspsp = Ccpsps = −Ccspps = −Ccpssp (6.28)
die folgende Summenregel
d
dt (C
x
ssss + 2Cxpsps)
∣∣
scatt = 0 . (6.29)
Hieraus ist ersichtlich, dass beide Korrelationsfunktionen Cxssss und Cxpsps nicht unabha¨ngig,
sondern durch die Streuprozesse verknu¨pft sind, die sie repra¨sentieren. Oﬀensichtlich la¨sst sich
diese Eigenschaft nicht durch einen einfacheren Ansatz erfu¨llen, indem gleiche und konstante
Raten Γ verwendet werden, um die Dephasierung beider Korrelationsfunktionen zu beschrei-
ben.
Kavita¨tsverluste Mikrokavita¨ten ermo¨glichen einen dreidimensionalen Einschluss des elek-
tromagnetischen Feldes, verbunden mit einem Spektrum wohl separierter Kavita¨tsmoden.
Dies erlaubt eine Situation, in der nur eine einzelne Mode ξ¯ resonant mit dem s-Exziton
U¨bergang des Quantenpunktes ist. Trotzdem sind nichtresonante Moden ξ = ξ¯ noch schwach
an den Quantenpunkt-U¨bergang gekoppelt und fu¨hren zu Dissipation auf einer Nanosekunden-
Zeitskala.
Um die endliche Lebensdauer der resonanten Mode zu beru¨cksichtigen, verwenden wir die
folgenden Lindblad-Beitra¨ge
d
dt 〈A〉
∣∣
cav =
κξ¯
2
(
〈[b†
ξ¯
, A]bξ¯〉 + 〈b†ξ¯[A, bξ¯]〉
)
, (6.30)
worin die Photonenverlustrate κξ¯ direkt mit dem Gu¨tefaktor Q = ωξ¯/κξ¯ der Kavita¨tsmode ξ¯
4Diese Symmetrien sind durch Verwendung der Anti-Vertauschungsrelation der Ladungstra¨geroperatoren sofort
ersichtlich.
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bei der Energie ωξ¯ verbunden ist.
Zu beachten ist, dass diese Beitra¨ge eine im Vergleich zur Ladungstra¨gerstreuung (6.25) a¨hnliche
Struktur besitzen, jedoch nun Systemoperatoren enthalten, die nur auf die photonischen Frei-
heitsgrade wirken und zu einem U¨bergang zwischen Zusta¨nden fu¨hren, die n und n−1 Photonen
in der Mode ξ¯ beinhalten. Die Beitra¨ge zur Bewegungsgleichung fu¨hren zu einer Da¨mpfung der
Korrelationen mit einer Rate Mκξ¯/2,
d
dt δ〈
(
b†
ξ¯
)p(
bξ¯
)qQ〉∣∣cav = −M κξ¯2 δ〈(b†ξ¯)p(bξ¯)qQ〉 , (6.31)
worin M = p + q die Ordnung der entsprechenden Korrelationsfunktion in Bezug auf die
Photonenoperatoren ist, unabha¨ngig von weiteren Ladungstra¨geroperatoren Q, die in der Kor-
relationsfunktion enthalten sind. Daher werden Photonenkorrelationen in Anwesenheit einer
verlustreichen Kavita¨t sta¨rker geda¨mpft und zwar umso mehr, je ho¨her die Ordnung ist. Dies
spielt eine wichtige Rolle beim Abschneiden der Hierarchie in der Methode der Clusterentwick-
lung und ist in Abschnitt 6.4 demonstriert.
Pumpanregung Typischerweise werden Ladungstra¨ger in den delokalisierten Zusta¨nden der
Benetzungsschicht oder des Barrierenmaterials angeregt und anschließend in die Quanten-
punktzusta¨nde eingefangen. Dies kann durch die simultane Erzeugung (Vernichtung) von Elek-
tronen im p-Zustand des Leitungsbandes (Valenzbandes) beschrieben werden. Es wird dabei
angenommen, dass dieser Prozess wa¨hrend des Pumppulses besteht und speziell betrachten wir
eine zeitabha¨ngige Einfangrate P (t), die dem gaußfo¨rmigen Pumppuls folgt. Der entsprechende
Lindblad-Beitrag zur Bewegungsgleichung ist durch
d
dt 〈A〉
∣∣
pump =
P (t)
2
(
〈[v†pcp, A]c†pvp〉 + 〈v†pcp[A, c†pvp]〉
)
(6.32)
gegeben. Diese Behandlung des Pumpprozesses fu¨hrt zu einem automatischen Aufbau von
Korrelationen, z.B. zwischen den Leitungs- und Valenzbandladungstra¨gern in der p-Schale
d
dt C
x
pppp
∣∣
pump = P (t)(f
v
p − f cp)(Cxpppp + (1 − f cp)fvp ) . (6.33)
Auf diese Weise muss die Anfangsbedingung fu¨r die Korrelationen nicht separat berechnet wer-
den, was bisher unter der Annahme einer Quasi-Gleichgewichtsverteilung fu¨r die Anfangsbe-
setzung der Zusta¨nde bei gegebener Gesamt-Ladungstra¨gerdichte und Temperatur [11, 11, 75]
erforderlich war.
Korrelierte und unkorrelierte Erzeugung von Ladungstra¨gern Bis jetzt haben wir einen
paarweisen Einfang von Ladungstra¨gern aus den Kontinuumszusta¨nden in die lokalisierten
p-Zusta¨nde des Quantenpunktes betrachtet und eine vollsta¨ndige Korrelation der erzeugten
Elektronen und Lo¨chern impliziert. Ausgehend von einer mikroskopischen Beschreibung der
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Abbildung 6.3.: Vergleich der Systemdynamik nach korrelierter (paarweiser) Anregung
(links) und unkorreliertem (unabha¨ngigem) Einfang von Ladungstra¨gern (rechts). Oben:
Realisierungswahrscheinlichkeit ausgewa¨hlter Konﬁgurationen. Im Falle eines unkorrelierten
Einfangs von Ladungstra¨gern sind 16 Konﬁgurationen anstatt sechs mo¨glich. Daher re-
pra¨sentiert ”rest“ verschiedene Konﬁgurationen in der linken und rechten Figur. Unten: Realteilder Interband-Ladungstra¨ger-Korrelationsfunktion. Als Parameter wurde eine Licht-Materie-
Kopplungssta¨rke von g = 0.1/ps und eine Kavita¨tsverlustrate von κ = 0.2/ps (Q ≈ 10, 000)
verwendet. Die Kavita¨tsmode ist resonant mit dem 1Xs Exziton-U¨bergang.
optischen Anregung in die Kontinuumszusta¨nde und der sukzessiven Relaxation ist zu erwarten,
dass diese nur teilweise korreliert sind. Hinweise hierauf ﬁnden sich in Ref. [263], wo wir gezeigt
haben, dass der unabha¨ngige Einfang von Elektronen und Lo¨chern, der zu einer Auﬂadung des
Quantenpunktes fu¨hrt, durch Coulomb-Renormierungen kompensiert wird, sodass der Einfang
eines weiteren Ladungstra¨gers mit entgegengesetzter Ladung favorisiert ist.
Im Folgenden illustrieren wir die Unterschiede zwischen korreliertem und unkorreliertem Ein-
fang von Elektronen und Lo¨chern in den Quantenpunkt, sowie deren Konsequenz fu¨r die La-
dungstra¨gerkorrelationen. Hierzu betrachten wir das Modell eines einzelnen Quantenpunktes,
der an eine einzelne Photonenmode gekoppelt ist, da wir hierfu¨r Zugang zur vollen Lo¨sung der
von-Neumann-Lindblad-Gleichung haben.
In Abb. 6.3 ist die Systemdynamik nach einer gepulsten Anregung fu¨r eine korrelierte (links)
und unkorrelierte (rechts) Erzeugung von Ladungstra¨gern gezeigt. Der erste Fall ist durch
Verwendung von Gl. (6.32) realisiert, wa¨hrend der unabha¨ngige Einfang von Elektronen und
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Lo¨chern in die Quantenpunkt p-Schale durch die Lindblad-Terme in Gl. (2.4) erreicht wird.
Der Gauß-Puls ist um 25 ps zentriert, hat eine Breite von 10 ps (FWHM) und eine dimensi-
onslose Pulsﬂa¨che von Ptotal = 0.5. Die Kombination der Erzeugung von Ladungstra¨gern in
der p-Schale und der Relaxation im Quantenpunkt fu¨hrt zum Aufbau mehrerer Konﬁguratio-
nen. Das dynamische Verhalten der Realisierungswahrscheinlichkeiten dieser Konﬁgurationen
ist in der oberen Zeile von Abb. 6.3 dargestellt. Die unkorrelierte Anregung ermo¨glicht eine
gro¨ßere Anzahl optisch inaktiver Konﬁgurationen, die nicht zur Photonenproduktion beitragen
(in Abb. 6.3 mit ”rest“ bezeichnet). Aus den Realisierungswahrscheinlichkeiten der Konﬁgu-
rationen kann geschlossen werden, dass die Bildung des Biexzitons im Falle unkorrelierter
Anregung zugunsten zusa¨tzlicher Konﬁgurationen reduziert ist, die bei einer paarweisen An-
regung nicht realisiert werden, wie z.B. geladene Exzitonen oder Konﬁgurationen mit einem
oder drei Elektronen in beliebigen Einteilchenzusta¨nden.
Neben der Erzeugung unterschiedlicher Konﬁgurationen haben beide Anregungsmethoden einen
starken Einﬂuss auf die Interband-Ladungstra¨gerkorrelationen. Um diese zu diskutieren, ist
in der unteren Zeile in Abb. 6.3 der Realteil gezeigt, welcher indirekt Informationen u¨ber
die Bedeutung der verschiedenen Konﬁgurationen entha¨lt. Betrachten wir z.B. die Interband-
Korrelationsfunktion
Cxssss = f csfvs − 〈c†scsv†svs〉 , (6.34)
deren Beitra¨ge auf der rechten Seite Werte zwischen null und eins annehmen ko¨nnen, so-
dass Cxssss ∈ [−1, 1] ist. Die Positivita¨t der Korrelationsfunktion ist hierbei ein Indikator fu¨r
Konﬁgurationen, die einen optischen Rekombinationsprozess an der s-Schale erlauben, was fol-
gendermaßen verstanden werden kann: Die Auswertung der Konﬁgurationsmittelung 〈·〉 fu¨r
den korrelierten Anteil 〈c†scsv†svs〉 ergibt Beitra¨ge fu¨r alle Konﬁgurationen, die ein Elektron im
s-Zustand des Valenz- und Leitungsbandes besitzen. Durch die Besetzung des Valenzbandes
tragen diese Konﬁgurationen nicht zur optischen Rekombination bei. In der Berechnung des
faktorisierten Anteils f csfvs wird die Konﬁgurationsmittelung separat durchgefu¨hrt, sodass zu
f cs (fvs ) alle Konﬁgurationen beitragen, die ein Elektron in der s-Schale des Leitungs- (Valenz-)
Bandes enthalten, unabha¨ngig von der Besetzung der s-Schale des Valenz- (Leitungs-)Bandes.
Die Sta¨rke beider Beitra¨ge in Gl.(6.34) ha¨ngt von der relativen Realisierungswahrscheinlichkeit
der Konﬁgurationen mit Elektronen im Quantenpunkt s-Zustand ab. Ein insgesamt positiver
Wert impliziert f csfvs > 〈c†scsv†svs〉, wodurch die Realisierungswahrscheinlichkeit der 1Xs und
2Xsp Konﬁgurationen die der dunklen 0Xs Konﬁguration u¨bersteigt. In Bezug auf die beiden
unterschiedlichen Anregungsmechanismen fu¨hrt die gro¨ßere Anzahl mo¨glicher Konﬁgurationen,
die zwei Ladungstra¨ger in den zwei s-Zusta¨nden enthalten, zu einem gro¨ßeren Gewicht des kor-
relierten Beitrags, was insgesamt eine negative Korrelation Cxssss zur Folge hat, wie aus der
unteren rechten Figur in Abb. 6.3 zu sehen ist. Ein a¨hnliches Argument ist gu¨ltig fu¨r die Cxspsp
Beitra¨ge, die zur Vollsta¨ndigkeit zusammen mit den anderen mo¨glichen Indexkombinationen
von Cxijkl gezeigt sind.
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6.3. Photolumineszenz in den freien Raum
Als erstes diskutieren wir die Lumineszenz eines einzelnen Quantenpunktes durch Emission
in den freien Raum. Hier zeigen sich die Vorteile der Bewegungsgleichungsmethode, da der
große Hilbertraum des Modenkontinuums eine direkte Lo¨sung der von-Neumann-Gleichung
verhindert. Das Lumineszenzspektrum sowie der Zerfall der zeitaufgelo¨sten Lumineszenz ge-
ben dabei direkten Einblick in das physikalische System und den zugrunde liegenden Mecha-
nismus der FSH-Methode. Ferner wird der Vergleich mit den Resultaten der konventionellen
Clusterentwicklungsmethode zeigen, wie die na¨herungsweise Behandlung der Ladungstra¨ger-
Freiheitsgrade auf eine eﬀektive Beschreibung des Systems fu¨hrt.
Die Lumineszenzdynamik ist unter Annahme eines idealen Detektors entsprechend Ref. [70,
139] durch die A¨nderung der mittleren Photonenzahl Nξ bestimmt. Die zugeho¨rige Bewegungs-
gleichung ( d
dt + κξ
)
Nξ = 2Re
∑
ν
g∗ξΠξ,ν (6.35)
entha¨lt Beitra¨ge durch die Licht-Materie-Wechselwirkung sowie durch Kavita¨tsverluste gema¨ß
Gl. (6.30). Es ist ersichtlich, dass letztere die mittlere Photonenzahl reduzieren, wa¨hrend die
spontane und stimulierte Emission sowie die stimulierte Absorption des Emitters durch die
Summe u¨ber die Photon-assistierten Polarisationen aller gebundenen Quantenpunktzusta¨nde
ausgedru¨ckt sind. Ohne die Kavita¨t erfolgt die Emission in das Kontinuum von Moden des
freien Raumes und das zugeho¨rige zeitabha¨ngige Lumineszenzspektrum I(ω, t) ist durch
I(ω, t) = 2Re
∑
ν,ξ
|gξ|2 Πξ,ν
∣∣
|q|=ω
c
(6.36)
gegeben. Zu beachten ist, dass im Folgenden alle polarisationsartigen Gro¨ßen mit der Kopp-
lungssta¨rke der Licht-Materie-Wechselwirkung gξ reskaliert sind, sodass das Matrixelement
entsprechend der Wigner-Weißkopf-Theorie der spontanen Emission [180] ausgewertet werden
kann, wobei man |gξ|2 = |dcv|
2ω3
6π2ε0εrc3 erha¨lt. Fu¨r weitere Details verweisen wir an dieser Stelle auf
Ref. [11].
Die Summe la¨uft hierbei u¨ber alle Wellenvektoren mit der gleichen Photonenenergie, un-
abha¨ngig von deren Richtung. Die zeitaufgelo¨ste Lumineszenz folgt dann durch Integration
u¨ber alle Frequenzen
I(t) =
∫
dω I(ω, t) . (6.37)
In Abb. 6.4 ist eine Serie von vier Lumineszenzspektren der Emission nach 10, 20, 30 und
50 ps gezeigt. Ladungstra¨ger in den Kontinuumszusta¨nden werden durch optische Anregung
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erzeugt und anschließend paarweise in die Quantenpunkt p-Zusta¨nde eingefangen, siehe Ab-
schnitt 6.2.2. Der gaußfo¨rmige Puls ist um 25 ps zentriert, besitzt eine Breite von 10 ps (FWHM)
und eine dimensionslose Pulsﬂa¨che Ptotal. Die Spektren auf der linken Seite entsprechen einer
schwachen Anregung mit Ptotal = 0.1, wa¨hrend die rechte Seite die Resultate nach starker
Anregung mit Ptotal = 1 zeigt. Verglichen sind die Resultate der FSH-Methode (oben) fu¨r
Mtrunc = 1 und der Clusterentwicklung auf dem Doublet-Level (unten) mit (N +M)trunc = 2.
Da die FSH-Methode die Freiheitsgrade der Ladungstra¨ger exakt behandelt, sind mehrere
(Multi-)Exziton-U¨berga¨nge an renormierten Energien zu erkennen, welche den U¨bergangsener-
gien der Konﬁgurationen entsprechen, die durch Diagonalisierung von H0e +He−e erhalten wer-
den ko¨nnen. Dies fu¨hrt auf eine Vielteilchenbeschreibung der Quantenpunkt-Anregungen, in
der die volle Coulomb-Konﬁgurationswechselwirkung enthalten ist. Die Intensita¨t der U¨ber-
ga¨nge im Spektrum ist dabei bestimmt durch die Wahrscheinlichkeit, dass diese stattﬁn-
den ko¨nnen. Es sind vier U¨berga¨nge zu erkennen, die den vier mo¨glichen Rekombinations-
kana¨len des angeregten Quantenpunkt-Systems entsprechen, und zwar dem Zerfall des s-
und p-Exzitons in den Grundzustand, sowie die s- und p-Rekombination der sp-Biexziton-
Konﬁguration. Dabei ist die s- und p-Rekombination im Spektrum ca. 63meV separiert, was
dem energetischen Abstand der Einteilchenzusta¨nde und der direkten (Hartree) Wechselwir-
kung entspricht. Der Coulomb Hamiltonoperator fu¨hrt zu einer weiteren Aufspaltung, wenn
die Rekombination in Anwesenheit eines weiteren Elektron-Loch-Paares in der anderen Schale
stattﬁndet. Die Aufspaltung zwischen dem 2Xsp → 1Xs/p und dem 1Xs/p → 0X U¨bergang
ist dabei hauptsa¨chlich durch die Coulomb-Austauschwechselwirkung zwischen s- und p-Schale
gegeben, die zu einer Verstimmung von 2Vspsp fu¨hrt und in dem hier betrachteten System etwa
9.8meV betra¨gt.
Da alle Rekombinationskana¨le spektral wohl separiert sind, ist es mo¨glich, aus den zeitauf-
gelo¨sten Spektren in Abb. 6.4 Informationen u¨ber die Ladungstra¨gerdynamik zu gewinnen.
Die folgende Diskussion ist dabei sowohl fu¨r schwache als auch starke Anregung gu¨ltig, da
die Situation a¨hnlich ist. Das unterste Spektrum jeder Figur entspricht dem Beginn des An-
regungspulses, wobei nur Signaturen der Emission des s- und p-Exzitons sichtbar sind. Die
Anregung ist noch schwach und Relaxation sowie Rekombination sind die schnellsten Prozesse
im System, sodass die Exzitonen zerfallen, bevor sich ein Biexziton bilden kann. Die zweiten
Spektren (gepunktete Linien) stellen die Situation vor dem Maximum des Anregungspulses
dar. Durch den schnelleren Einfang von Ladungstra¨gern in die p-Zusta¨nde ist eine schwache
Signatur der Biexzitonen-Emission erkennbar. Ferner dominiert insbesondere bei spa¨teren Zei-
ten die Emission des s-Exzitons u¨ber die des p-Exzitons, was durch die Streuprozesse zwischen
der s- und p-Schale erkla¨rbar ist: Fu¨r die betrachtete Temperatur von 120K ist die Streuung
von der p- zur s-Schale viel schneller als der umgekehrte Prozess und bietet zusa¨tzlich zur
direkten Rekombination einen zweiten Kanal, durch den das p-Exziton zerfallen kann.
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Abbildung 6.4.: Frequenzaufgelo¨ste Photolumineszenzspektren der Emission in ein Kontinu-
um von Moden des freien Raumes. Verglichen sind die Resultate der FSH-Methode (oben)
und der konventionellen Clusterentwicklung auf dem Doublet-Level (unten) nach einem schwa-
chen (links, Ptotal = 0.1) und starken (rechts, Ptotal = 1.0) Anregungspuls. Die Spektren sind
fu¨r 10 ps (durchgezogene Linie), 20 ps (gestrichpunktete Linie), 30 ps (gepunktete Linie) und
50 ps(gestrichelte Linie) der Zeitentwicklung gezeigt. Der gaußfo¨rmige Anregungspuls ist um
25 ps zentriert und besitzt eine Breite von 10 ps (FWHM). In der oberen rechten Figur wurde
die maximale Emission des Spektrums nach 50 ps auf eins gesetzt. Relativ dazu wurde in allen
Figuren das Spektrum nach 40, 30, 20 und 10 ps zur besseren Illustration mit 0.76, 0.31, 0.02
und 1.4 · 10−5 skaliert. Typische Relaxationszeiten wurden fu¨r die Elektronen im Valenz- und
Leitungsband verwendet: γccsp = 1.07/ps, γccps = 0.02/ps, γvvsp = 0.13/ps und γvvps = 0.59/ps.
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Bevor die Ergebnisse der Clusterentwicklung diskutieren werden, soll noch auf den Ursprung
der spektralen Aufspaltung zwischen der Emission des Exzitons und des Biexzitons im For-
malismus eingegangen werden. Der Rekombinationsprozess des Biexzitons ist durch den Er-
wartungswert 〈b†ξXsX†pXp〉 beschrieben. Hierbei wurden die Exziton-Operatoren X†i = c†ivi
verwendet, um den Rekombinationsprozess eines Exzitons in der s-Schale in Anwesenheit eines
zweiten Exzitons in der p-Schale darzustellen. In Normalordnung erha¨lt man
〈b†ξXsX†pXp〉 = 〈b†ξv†scsc†pvpv†pcp〉
= 〈b†ξv†scsc†pcp〉 − 〈b†ξv†sc†pv†pvpcpcs〉 .
(6.38)
Die Annahme einer paarweisen Erzeugung von Ladungstra¨gern und die resultierende Be-
schra¨nkung auf sechs mo¨gliche Konﬁgurationen (siehe Abb. 6.2) impliziert, dass der zwei-
te Term null sein muss (eine Vernichtung von drei Ladungstra¨gern ist unter den beschrie-
benen Umsta¨nden nicht mo¨glich), sodass der Rekombinationsprozess des Biexzitons durch
〈b†ξv†scsc†pcp〉 gegeben ist. Tatsa¨chlich folgt aus der Anwesenheit von zwei Ladungstra¨gern im
Leitungsband s- und p-Zustand automatisch ein Fehlen von Ladungstra¨gern in den Valenz-
bandzusta¨nden.
Betrachten wir nun die Resultate der Methode der Clusterentwicklung (untere zwei Figuren),
wobei die Hierarchie bei der Ordnung (N + M)trunc = 2 trunkiert wird. Dies impliziert, dass
Korrelationsfunktionen, die mehr als vier Ladungstra¨geroperatoren enthalten, vernachla¨ssigt
werden. In der Clusterentwicklung auf dem Doublet-Level sind die Korrelationsfunktionen
Πc/vξ,ijkl, die fu¨r die Biexziton-Emission in der FSH-Methode verantwortlich sind, nicht enthal-
ten, sodass diese Beitra¨ge nur eﬀektiv eingehen5: Die U¨bergangsenergien des s- und p-Exzitons
werden hierbei proportional zu den Einteilchen-Besetzungen von Elektronen und Lo¨chern in
den Quantenpunkt-Zusta¨nden renormiert. Mit zunehmender Anregung verschieben sich die Re-
sonanzen daher kontinuierlich zu den Energien der Multi-Exziton-Konﬁgurationen. Die Sta¨rke
der Verschiebung resultiert aus den Singlet-Beitra¨gen∑μ Viμiμ(1+f cμ−fvμ) in den dynamischen
Gleichungen der Photon-assistierten Polarisation Πξ,s/p, die fu¨r die Rekombination an der s-
(p-)Schale verantwortlich ist. Die exakten Coulomb-renormierten Energien der vier Rekombi-
nationskana¨le sind als vertikale Linen eingezeichnet, um den Shift besser zu visualisieren.
Komplementa¨re Informationen werden durch die zeitaufgelo¨ste Photolumineszenz bereitge-
stellt, die durch Integration des Spektrums in Bezug auf die Energie an jedem Zeitpunkt er-
halten werden kann. Es zeigt sich, dass diese weniger sensitiv auf eine approximative Behand-
lung der Ladungstra¨gerkorrelationen ist. Das Ergebnis fu¨r die vier diskutierten Situationen
ist in Abb. 6.5 gezeigt, wobei wir die FSH-Methode und die Clusterentwicklung vergleichen.
Fu¨r schwache Anregung (Ptotal = 0.1) sind beide Resultate in guter U¨bereinstimmung, was
demonstriert, dass die eﬀektive Beschreibung der Vielteilchen-Konﬁgurationen durch die Clus-
5Diese Diskussion ist streng nur in Singlet-Na¨herung gu¨ltig, wo alle Beitra¨ge der Ladungstra¨ger in Termen der
Besetzung formuliert sind. Tatsa¨chlich sind auf dem Doublet-Level zusa¨tzliche Korrelationen enthalten.
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Abbildung 6.5.: Zeitaufgelo¨ste Photolumineszenz fu¨r die Resultate in Abb. 6.4.
terentwicklung auf dem Doublet-Level eine gute Na¨herung fu¨r die Gesamt-Photonen-Emission
darstellt. Bei hoher Anregung (Ptotal = 1.0) werden weitere Konﬁgurationen zunehmen wichtig,
sodass die Ergebnisse voneinander abweichen. In den zugeho¨rigen Spektren zeigen sich starke
Shifts der Emissionslinien, um die dominante Emission an der Resonanz der p-Schale durch die
Konﬁguration des gefu¨llten Quantenpunktes eﬀektiv zu beschreiben. In diesem Regime bricht
die Clusterentwicklung auf dem Doublet-Level zusammen und unphysikalische Ergebnisse wie
negative Besetzungen ko¨nnen die Folge sein.
Die ku¨nstliche Verschiebung der U¨bergangsenergie in der Clusterentwicklung auf dem Doublet-
Level fu¨hrt zu einem Artefakt in Anwesenheit eines Resonators hoher Gu¨te. Durch die mit der
Kavita¨tsmode assoziierte schmale Linienbreite wird die Lichtemission sensitiv auf eine Ver-
schiebung der Emissionslinie, was einen von der Besetzung abha¨ngigen U¨berlapp zwischen dem
Quantenpunkt-U¨bergang und der Photonenmode zur Folge hat. Diese Situation ist Gegenstand
der Diskussion in Abschnitt 6.4.
Als letzter Punkt in Bezug auf die Lumineszenzspektren soll die Linienbreite der verschiede-
nen U¨berga¨nge diskutiert werden. In Abschnitt 3.3 haben wir erla¨utert, dass Streuprozesse zu
einer Dephasierung optischer Polarisationen fu¨hren, die entweder deren Anfangs- oder End-
zustand a¨ndern. Die Sta¨rke der Dephasierung manifestiert sich dabei in der Linienbreite des
Emissionsspektrums. Zum Beispiel ist der U¨bergang des s-Exzitons in den Grundzustand Ge-
genstand des Anregungsprozesses von Ladungstra¨gern in der p-Schale sowie der Streuung von
Elektronen und Lo¨chern aus den s- in die p-Zusta¨nde. Wa¨hrend die letzten Prozesse bei der
betrachteten Temperatur schwach sind, ist der Pumpprozess verantwortlich fu¨r die Linienver-
breiterung des entsprechenden optischen U¨bergangs. Die Situation ist a¨hnlich fu¨r den U¨bergang
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des p-Exzitons in den Grundzustand und wird durch den Pumpprozess auf die gleiche Weise
beeinﬂusst, zusa¨tzlich jedoch durch die schnelle Ladungstra¨ger-Relaxation von den p- in die
s-Zusta¨nde dephasiert. Im Gegensatz zu dem zuvor diskutierten U¨bergang wird die Emissions-
linie nicht schmaler, nachdem der Anregungspuls voru¨ber ist.
Fu¨r die Emissionslinien des Biexzitons ist der Eﬀekt durch die Ladungstra¨ger-Relaxation ge-
rade umgekehrt. Da fu¨r den betrachteten Quantenpunkt der Anfangszustand des Rekombina-
tionsprozesses durch die Konﬁguration des vollsta¨ndig gefu¨llten Quantenpunktes gegeben ist,
kann nur der Endzustand (entweder ein s- oder p-Exziton) durch die Streuprozesse depha-
siert werden. Im Falle des p-Exzitons ist dies durch die schnelle p-nach-s Relaxation bedingt,
wa¨hrend das s-Exziton durch die langsamere Streuung von Ladungstra¨gern aus den s- in die
p-Zusta¨nde dephasiert wird. Entsprechend ist die Linienbreite des 2Xsp → 1Xs U¨bergangs
signiﬁkant kleiner als die der 2Xsp → 1Xp Rekombination.
Der Einﬂuss der Dephasierung zeigt sich nicht nur in den Linienbreiten der einzelnen U¨berga¨nge,
sondern auch in den relativen Intensita¨ten der beiden Emissionskana¨le des Biexzitons: Durch
die Rekombination an der s-Schale verbleibt ein p-Exziton, das, wie zuvor diskutiert, Ge-
genstand starker Dephasierung durch die Ladungstra¨ger-Relaxation ist. Hingegen wird das
s-Exziton nach einer Rekombination an der p-Schale in Abwesenheit der Pumpanregung nur
schwach dephasiert. Folglich wird die den U¨bergangsprozess treibende Photon-assistierte Po-
larisation im ersten Fall sta¨rker geda¨mpft, was sich im Spektrum durch eine sta¨rkere Emission
nach 50 ps zeigt, nachdem der Puls voru¨ber ist.
6.4. Numerische Ergebnisse fu¨r einen einzelnen Quantenpunkt in ei-
ner Mikrokavita¨t
Wir betrachten nun die Situation, dass ein einzelner Quantenpunkt in eine Resonatorstruktur
eingebettet und an eine einzelne Kavita¨tsmode hoher Gu¨te Q gekoppelt ist. Im Gegensatz zu
der im vorigen Abschnitt diskutierten Emission in den freien Raum versta¨rkt die Kavita¨t die
resonante Emission des Quantenpunktes und wir werden zeigen, dass diese Resonanzbedingung
versta¨rkt zu Artefakten bei einer Trunkierung der Hierarchie von Bewegungsgleichungen fu¨hren
kann.
Die begrenzte Gro¨ße des Hilbertraumes ermo¨glicht eine direkte Lo¨sung der von-Neumann-
Lindblad-Gleichung (6.1), sodass diese verwendet werden kann, um die Gu¨ltigkeit der FSH-
Methode und der konventionellen Clusterentwicklung zu u¨berpru¨fen. Wa¨hrend wir im ersten
Fall die Freiheitsgrade der Ladungstra¨ger durch einen geschlossenen Satz von Ladungstra¨ger-
Korrelationsfunktionen repra¨sentieren und die entsprechenden Korrelationen mit zusa¨tzlichen
Photon-Operatoren bis zur Ordnung Mtrunc beru¨cksichtigen, erfolgt im zweiten Fall die appro-
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Abbildung 6.6.: (a) Zeitaufgelo¨ste Photolumineszenz auf der Frequenz der Kavita¨tsmode.
Verglichen werden die Resultate der FSH-Methode (gestrichelte Linie) mit der konventionellen
Clusterentwicklung auf dem Doublet-Level (durchgezogene Linie) sowie der exakten Lo¨sung
der von-Neumann-Lindblad-Gleichung (Symbole). (b) Resultate unter Vernachla¨ssigung der
Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Ladungstra¨gern des Quantenpunktes.
ximative Behandlung der elektronischen und photonischen Freiheitsgrade auf dem Doublet-
Level (N + M)trunc = 2. Der optische U¨bergang des s-Exzitons sei resonant mit der einzelnen
Kavita¨tsmode und mit der zugeho¨rigen Kopplungssta¨rke der Licht-Materie-Wechselwirkung
g = 0.01/ps. Der Pumpprozess ist wie schon in Abschnitt 6.3 mit einem Gauß-Puls [zentriert
um 25 ps, mit einer Breite von 10 ps (FWHM)] modelliert, der eine dimensionslose Fla¨che von
Ptotal = 0.5 besitzt.
In Analogie zur Diskussion des vorigen Abschnittes 6.3 kann die Dynamik der Lumineszenz
mit Gl. (6.36) erhalten werden, wenn nur eine einzelne Mode ξ¯ betrachtet wird. Im Folgenden
lassen wir daher den Modenindex fort. Dies fu¨hrt auf den Ausdruck
I(t) = 2|g|2 Re
∑
ν
Πν . (6.39)
Fu¨r eine Verlustrate der Photonen in der Kavita¨tsmode von κ = 0.1/ps (entspricht einer
Gu¨te Q ≈ 20, 000 fu¨r eine Wellenla¨nge der Kavita¨tsmode von 915 nm) ist die zeitaufgelo¨ste
Photolumineszenz an der Kavita¨tsresonanz in Abb. 6.6 (a) gezeigt. Die FSH-Methode ist in
exzellenter U¨bereinstimmung mit der exakten Lo¨sung der von-Neumann-Lindblad-Gleichung
(Symbole). Die durchgezogene Linie repra¨sentiert die Clusterentwicklung auf dem Doublet-
Level (N +M)trunc = 2 und zeigt ein oszillierendes Verhalten, das stark vom exakten Resultat
abweicht. Auf diesem Level der Approximation ist die U¨bergangsenergie nicht ﬁxiert, sondern
wird als Funktion der Ladungstra¨gerbesetzung renormiert, wie wir in Abschnitt 6.3 demons-
triert haben. Ist die Kavita¨t auf die korrekt renormierte Energie des Exziton-U¨bergangs ge-
stimmt, wird dieser resonant, wenn die mittlere Ladungstra¨gerbesetzung des Quantenpunktes
zunimmt. Mit dem Einsetzen der Emission wird die Besetzung im Quantenpunkt abgebaut und
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Abbildung 6.7.: Vergleich zwischen der Lo¨sung der von-Neumann-Lindblad-Gleichung (Sym-
bole) und der FSH-Methode fu¨r die Zeitentwicklung der Photolumineszenz eines einzel-
nen Quantenpunktes. Fu¨r alle Ergebnisse wurde eine Kopplungssta¨rke der Licht-Materie-
Wechselwirkung von g = 0.01/ps verwendet. Die roten Linien und Kreuze entsprechen den
Resultaten fu¨r Kavita¨tsverluste mit der Rate κ = 0.01/ps. Zum Vergleich wurde κ = 0.1/ps
fu¨r die Berechnung der blauen Linien und der Plus-Symbole verwendet. Gezeigt sind die Re-
sultate der FSH-Methode (Linien) fu¨r verschiedene Ordnungen, bei denen die Hierarchie in
den Photonoperatoren abgebrochen wurde.
im Gegenzug die Renormierung reduziert, was den Exziton-U¨bergang erneut aus der Resonanz
herausschiebt. Dies fu¨hrt zu dem oszillatorischen Verhalten zu Beginn der Zeitentwicklung und
unterdru¨ckt letztlich stark die Emission, da der spektrale U¨berlapp zwischen Emitter und Ka-
vita¨t reduziert ist. Dieses Bild wird durch eine Vergleichsrechnung unterstu¨tzt, wo der Einﬂuss
der Coulomb-Wechselwirkung vernachla¨ssigt ist, wie in Abb. 6.6 (b) gezeigt wird. In diesem
Fall besitzen die Exziton- und Biexziton-Rekombination die gleiche U¨bergangsenergie, sodass
ein Schieben der Resonanz ku¨nstlich in der Methode der Clusterentwicklung unterdru¨ckt ist.
In Abb. 6.7 diskutieren wir unter Verwendung der FSH-Methode den Einﬂuss der Ordnung,
bei der die Hierarchie abgebrochen wird. Die blauen Kurven entsprechen den Parametern,
die in Abb. 6.6 verwendet wurden, wa¨hrend die roten Kurven den Fall einer Kavita¨t mit
u¨berma¨ßig hoher Lebensdauer der Photonen (κ = 0.01/ps, Q ≈ 200, 000) beschreibt. Die
Symbole kennzeichnen die zugeho¨rigen Ergebnisse der von-Neumann-Lindblad-Gleichung. Fu¨r
eine Kavita¨t mit κ = 0.1/ps (Q ≈ 20, 000) ko¨nnen die Ergebnisse fu¨r ein Abschneiden der
Hierarchie bei Mtrunc = 1 (gestrichpunktete Linie) nur schwer von denen einer Rechnung na¨chst
ho¨herer Ordnung Mtrunc = 2 (gestrichelte Linie) unterschieden werden. Die Ursache liegt in der
Dephasierung von Korrelationen durch die Dissipation von Photonen aus der Kavita¨t gema¨ß
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Gl. (6.31), die in einer Kavita¨t ho¨herer Gu¨te signiﬁkant schwa¨cher ist. Daher fu¨hrt in diesem
Fall eine Rechnung mit Mtrunc = 1 zu einer weniger akkuraten Beschreibung der zeitaufgelo¨sten
Lumineszenz als fu¨r Mtrunc = 2. Folglich ha¨ngt die Ordnung, bei der die Hierarchie abgebrochen
werden kann, von der Sta¨rke der Korrelationen (bzw. den betrachteten Gro¨ßen) ab.
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In dieser Arbeit wurden theoretische Modelle zur Beschreibung der optischen Eigenschaf-
ten angeregter, selbstorganisiert gewachsener Halbleiter-Quantenpunkte entwickelt und an-
gewandt, wobei Korrelationseﬀekte eine zentrale Rolle spielen. Hierbei wurden die Ladungs-
tra¨gersdynamik, die Charakteristik des Einzel-Quantenpunkt-Lasers, Eﬀekte nichtresonanter
Emission in eine Mikrokavita¨tsmode sowie Quellen einzelner und verschra¨nkter Photonen mi-
kroskopisch untersucht. Zudem wurde eine approximative Bewegungsgleichungsmethode un-
ter Verwendung der Cluster-Entwicklungstechnik formuliert und hiermit die Lumineszenz-
Eigenschaften eines Quantenpunktes studiert. Im Folgenden fassen wir die Ergebnisse dieser
Dissertation noch einmal zusammen und geben im Anschluss einen Ausblick auf mo¨gliche wei-
terfu¨hrende Arbeiten.
In Kapitel 2 wurde der Einﬂuss der Coulomb-Streuung und der Wechselwirkung mit den
LO-Phononen auf die Quantenpunkt-Ladungstra¨gerdynamik in einem Theorie-Experiment-
Vergleich untersucht. Nach optischer Anregung in die Barrierenzusta¨nde konnte ein schneller
Aufbau der Besetzung in den Zusta¨nden des Quantenpunktes auf einer ps-Zeitskala nachge-
wiesen werden. Fu¨r schwache Anregung zeigt die Relaxationszeit eine starke A¨nderung mit
der Temperatur, wa¨hrend diese fu¨r starke Anregung nahezu temperaturunabha¨ngig ist. In
dem verwendeten mikroskopischen Modell bilden die LO-Phononen und die Ladungstra¨ger
der Benetzungsschicht ein Reservoir, wodurch Dissipation und die Besetzungsumverteilung
der Quantenpunkt-Ladungstra¨ger hin zum Gleichgewicht sichergestellt wird. Ergebnisse der
von-Neumann-Lindblad-Gleichung fu¨r den Quantenpunkt-Dichteoperator und kinetischer Glei-
chungen fu¨r die Einteilchen-Besetzungswahrscheinlichkeiten wurden verglichen. Eine U¨berein-
stimmung mit den experimentellen Ergebnissen konnte nur erreicht werden, wenn in beiden
Fa¨llen nicht-perturbative Streuraten verwendet wurden. Dies beinhaltet polaronische Renor-
mierungseﬀekte der elektronischen Zusta¨nde und zusa¨tzliche spektrale Verbreiterungen durch
Coulomb-Streuprozesse. Fu¨r die betrachteten Einfangprozesse von Ladungstra¨gern aus den de-
lokalisierten Zusta¨nden und anschließenden Relaxationsprozesse innerhalb des Quantenpunktes
liefern beide Methoden identische Ergebnisse, mit Ausnahme tiefer Temperaturen und niedri-
ger Ladungstra¨gerdichte. In dieser Situation sind nur wenige Quantenpunkt-Konﬁgurationen
an der Dynamik beteiligt, sodass die approximative Beru¨cksichtigung der Ladungstra¨ger-
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Korrelationen im Falle der Boltzmann-Gleichung zu signiﬁkanten Abweichungen fu¨hrt und
eine Beschreibung im Konﬁgurationsbild erforderlich macht.
Eine Lasertheorie fu¨r einen einzelnen isolierten Quantenpunkt, der an eine Mikrokavita¨tsmode
hoher Gu¨te gekoppelt ist, wurde in Kapitel 3 entwickelt. Die statistischen und spektralen
Eigenschaften des quantisierten Lichtfeldes wurden untersucht. Die Beschreibung basiert auf
einer direkten Lo¨sung der von-Neumann-Gleichung fu¨r den Dichteoperator des wechselwirken-
den Systems aus Quantenpunkt-Ladungstra¨gern und Resonator-Photonen. Ausgehend von den
Einteilchen-Zusta¨nden wurden alle mo¨glichen Multi-Exziton-Konﬁgurationen beru¨cksichtigt,
die durch Besetzung der Zusta¨nde mit Ladungstra¨gern und deren Coulomb-Wechselwirkung
entstehen. Dissipative Prozesse wurden u¨ber Lindblad-Terme beschrieben und fu¨hren neben der
Ladungstra¨gerstreuung zu einer Dephasierung optischer U¨berga¨nge, verbunden mit einer spek-
tralen Linienbreite. Die Emissionscharakteristik des gesamten Systems ist ein Wechselspiel von
verschiedenen Konﬁgurationen und wurde fu¨r Parameter untersucht, die aktuell oder in naher
Zukunft experimentell realisiert werden ko¨nnen. Es wurde gezeigt, dass die Photonen-Emission
maximal wird, wenn die ho¨chste Multi-Exziton-Konﬁguration resonant mit der Kavita¨tsmode
ist. Bei hoher Anregungsdichte ist dies die dominante Konﬁguration, da Einfang- und Relaxati-
onsprozesse typischerweise schneller als die radiative Interband-Rekombination sind, sodass der
Quantenpunkt voll besetzt wird, bevor eine Emission stattﬁndet. Gleichzeitig sind die ho¨heren
Multi-Exziton-Konﬁgurationen durch die schnelle Ladungstra¨ger-Relaxation Gegenstand star-
ker Dephasierung, was eine Beobachtung starker Kopplung auf dieser Resonanz verhindert.
Trotzdem kann stimulierte und koha¨rente Laser-Emission im Regime schwacher Kopplung er-
reicht werden, charakterisiert durch eine Poisson-Statistik der Photonen und eine mittlere
Photonenzahl, die eins u¨bersteigt. Hingegen wird der U¨bergang des Grundzustandsexzitons
nur durch den Einfangprozess dephasiert. Ist dieser U¨bergang resonant mit der Kavita¨tsmode,
so wird bei einer niedrigen Anregungsdichte starke Kopplung im Emissionsspektrum sicht-
bar. Die erreichbare Photonen-Emission ist allerdings durch Quenching-Eﬀekte des U¨bergangs
signiﬁkant reduziert. Bei hoher Anregung tra¨gt nur der nichtresonante ho¨chste Multi-Exziton-
Zustand bei, sodass die Emissionscharakteristik stark von der Verstimmung abha¨ngt. Starke
Kopplung und Lasing wurden fu¨r beide Resonanzbedingungen diskutiert, wobei das Zusam-
menspiel von Streuung, Dephasierung und Rekombination bestimmt, ob eine starke Kopplung
aufrechterhalten werden kann.
Im nachfolgenden Kapitel 4 wurde der Einﬂuss residualer Emitter auf die Emissionseigen-
schaften eines einzelnen resonanten Quantenpunktes untersucht. Hierzu wurde das Modell des
Einzel-Quantenpunkt-Lasers um Beitra¨ge der Hintergrundemission erweitert. Zuna¨chst erfolgte
eine pha¨nomenologische Beschreibung durch Ankopplung eines Reservoirs, verbunden mit einer
direkten Erzeugung von Photonen in der Kavita¨tsmode. Es wurde gezeigt, dass dieser Ansatz
auf eine rein thermische Photonenstatistik und Artefakte in Abha¨ngigkeit der gewa¨hlten Para-
meter fu¨hrt. Tatsa¨chlich muss die Photonen-Emission der Hintergrundemitter die Eigenschaf-
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ten des Gewinn-Materials widerspiegeln. Als alternative Methode wurde das Random-Injection-
Modell vorgeschlagen, was die Freiheitsgrade der zusa¨tzlichen Emitter eﬀektiv beru¨cksichtigt.
Demonstriert wurde, dass die Hintergrundemission infolgedessen zur koha¨renten Emission bei-
tra¨gt. Dieses Ergebnis wurde unterstu¨tzt durch eine mikroskopische Beschreibung, wobei bis zu
vier an die Kavita¨tsmode gekoppelte Quantenpunkte in der von-Neumann-Lindblad-Gleichung
beru¨cksichtigt werden konnten. Nichtresonante Kopplung zwischen den Emitterresonanzen
und der Kavita¨tsmode wurde durch Phononen ermo¨glicht. Im Polaron-Bild konnten eﬀektive
Lindblad-Beitra¨ge formuliert werden, die Phonon-assistierte Rekombinationsprozesse beschrei-
ben und eine spektrale Verstimmung von wenigen meV u¨berbru¨cken ko¨nnen. Dies fu¨hrte zu
einer erho¨hten Emission nichtresonant gekoppelter Quantenpunkte, die den Unterschied zwi-
schen einer thermischen und koha¨renten Photonenstatistik ausmacht. Zusa¨tzlich wurde als ein
alternativer Mechanismus der nichtresonanten Emission die Coulomb-assistierte Rekombina-
tion identiﬁziert, wobei Auger-artige Streuprozesse der Ladungstra¨ger der Benetzungsschicht
die energetische Verstimmung kompensieren. Der beschriebene Mechanismus existiert neben
anderen Prozessen, wie der Phonon-assistierten Rekombination, die nur fu¨r kleine Verstim-
mungen eﬀektiv ist, oder Multi-Exziton-Eﬀekten, die Quantenpunkte mit mehreren Schalen
erfordern. Fu¨r einen Quantenpunkt mit einem einzelnen gebundenen Zustand fu¨r Elektronen
und Lo¨chern und einer hohen Ladungstra¨gerdichte in den delokalisierten Zusta¨nden, wurde
eine eﬃziente Kopplung fu¨r Verstimmungen bis zu 10meV demonstriert. Wir haben zudem ge-
zeigt, dass der beschriebene assistierte Interband-Streuprozess, trotz Signiﬁkanz, im Vergleich
zu den Intraband-Streuprozessen viel schwa¨cher ist. Die Ursache liegt in den Korrelationen
zwischen Elektron und Loch, die fu¨r eine Interband-Rekombination erfordlich ist, nicht jedoch
fu¨r den Intraband-Streuprozess.
Ein weiterer Schwerpunkt dieser Arbeit ist die Erzeugung einzelner und verschra¨nkter Pho-
tonen auf Basis einzelner Halbleiter-Quantenpunkte; dies ist Gegenstand von Kapitel 5. Der
Einﬂuss gepulster Anregung auf die Gu¨te der Einzel-Photonen-Emission wurde untersucht und
hierzu die zeitintegrierte Photonen-Autokorrelationsfunktion g(2)(0) verwendet. Fu¨r Pumpleis-
tungen unterhalb der Sa¨ttigung des Quantenpunktes zeigt sich eine charakteristische Degra-
dierung mit zunehmender Pulsbreite. Ist die La¨nge des Anregungspulses vergleichbar mit der
Rekombinationszeit des Exzitons, so ko¨nnen weitere Elektronen und Lo¨cher wa¨hrend des Pul-
ses in die Quantenpunkt-Zusta¨nde eingefangen werden, was zu einer sukzessiven Emission
von Photonen fu¨hrt. Als Konsequenz sind nahezu alle fru¨heren Experimente auf kurze und
schwache Anregungspulse angewiesen. In einer Koorperation zwischen Theorie und Experi-
ment wurde ein neues Schema vorgestellt, das auf starken und langen Pulsen basiert. Dies
stellt sicher, dass wa¨hrend des Pumppulses mehr als ein Elektron-Loch-Paar im Quanten-
punkt vorhanden ist. Als Resultat der Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Quantenpunkt-
Ladungstra¨gern ist die Exziton-Rekombination wa¨hrend der Anregung vollsta¨ndig unterdru¨ckt
und die Einzel-Photonen-Emission durch die Exziton-Rekombination ﬁndet erst zum Ende
des Pulses statt, sodass das Photonen-Antibunching praktisch unabha¨ngig von der Pulsdau-
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er ist. Die Ergebnisse der mikroskopischen Theorie auf Basis der von-Neumann-Lindblad-
Gleichung sind in exzellenter U¨bereinstimmung mit den experimentellen Resultaten und der
vorgeschlagene Mechanismus konnte fu¨r ein elektrisch betriebenes Bauteil demonstriert werden.
Hierdurch vereinfacht sich die elektrische Anregungssituation Quantenpunkt-basierter Einzel-
Photonen-Quellen erheblich. Fu¨r einen Quantenpunkt in einer Mikrokavita¨t hoher Gu¨te wurde
zudem die Erzeugung polarisationsverschra¨nkter Photonenpaare unter Verwendung der di-
rekten Zwei-Photonen-Emission des Quantenpunkt-Biexzitons untersucht. Es wurde gezeigt,
dass die simultane Emission von zwei identischen Photonen dominant u¨ber den kaskadier-
ten Biexziton-Exziton-Zerfall sein kann, wenn zwei Kavita¨tsmoden mit orthogonaler Polari-
sation auf die halbe Biexziton-Energie gestimmt werden. Anhand der berechneten Photonen-
Korrelationsfunktion haben wir demonstriert, dass in diesem Fall die Polarisationsverschra¨n-
kung zwischen den emittierten Photonen eine drastisch reduzierte Sensitivita¨t in Bezug auf
die Feinstrukturaufspaltung des Exzitons zeigt, was bisher einen limitierenden Faktor fu¨r diese
Systeme darstellte.
In Kapitel 6 wurde eine mikroskopische Theorie zur Beschreibung der Lichtemission eines
Ensembles von Halbleiter-Quantenpunkten vorgestellt, das mehrere elektronische Anregungs-
zusta¨nde in Anwesenheit der Coulomb-Wechselwirkung sowie deren Kopplung an das quan-
tisierte elektromagnetische Feld beru¨cksichtigt. Wa¨hrend eine direkte (exakte) Lo¨sung der
zuvor verwendeten von-Neumann-Lindblad-Gleichung nur fu¨r kleine Hilbertra¨ume praktika-
bel ist, ermo¨glicht die Methode der Cluster-Entwicklung einen approximativen Zugang, um
Korrelationseﬀekte systematisch zu beschreiben. Wir konnten demonstrieren, dass die endli-
che Zahl elektronischer Freiheitsgrade in Quantenpunkten zu sta¨rkeren Korrelationen fu¨hrt.
Hierfu¨r wurde ein Formalismus entwickelt, der die exakte Darstellung der elektronischen Frei-
heitsgrade des von-Neumann-Verfahrens mit einer Korrelationsentwicklung fu¨r die photoni-
schen Freiheitsgrade kombiniert, was in der ”ﬁnite-size hierarchy“ (FSH)-Methode resultiert.
Durch Verwendung des Lindblad-Formalismus konnten zudem Streu- und Dephasierungspro-
zesse konsistent in den Bewegungsgleichungen beru¨cksichtigt werden. Ergebnisse der FSH-
Methode wurden fu¨r die Emission eines Quantenpunktes in den freien Raum gezeigt, wobei
Ladungstra¨ger-Korrelationen zu Multi-Exziton-Signaturen in den Lumineszenzspektren fu¨hren
sowie fu¨r die zeitaufgelo¨ste Photolumineszenz eines einzelnen Quantenpunktes, gekoppelt an
eine Mikrokavita¨tsmode. Im letzten Fall war ein direkter Vergleich mit der von-Neumann-
Lindblad-Gleichung mo¨glich, der die Praktikabilita¨t der FSH-Methode besta¨tigt.
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Fu¨r eine Fortsetzung der in dieser Arbeit vorgestellten Theorien gibt es mehrere Anknu¨pfungs-
punkte: Die nicht-sto¨rungstheoretische Beschreibung der Ladungstra¨gerstreuung in Quanten-
punkten kann insbesondere dazu verwendet werden, eine realistische Modellierung der Relaxa-
tions- und Dissipationsdynamik fu¨r den einzelnen Quantenpunkt zu erhalten. Im Rahmen der
Erzeugung einzelner Photonen kann die gepulste Anregung mikroskopisch beschrieben wer-
den, um so eine Aussage u¨ber die maximale Repetitionsrate in Abha¨ngigkeit von der Tempe-
ratur zu erhalten. Eine mo¨gliche Erweiterung besteht in der Verwendung von Tight-Binding-
Wellenfunktionen, um einen Zusammenhang zwischen den berechneten Streuraten und der
konkreten Geometrie und Materialkomposition der Quantenpunkte herzustellen [165].
In Bezug auf den Einzel-Quantenpunkt-Laser haben schnelle Streu- und Dephasierungspro-
zesse einen maßgeblichen Einﬂuss auf das Erreichen des Regimes starker Kopplung. Signiﬁ-
kante Unterschiede ergaben sich zwischen den optisch aktiven Konﬁgurationen, wenn diese
resonante mit der Kavita¨tsmode waren. Eine mikroskopische Beschreibung der Streuprozesse
im Konﬁgurationsbild wa¨re daher erstrebenswert. Alternativ zur nichtresonanten Anregung
von Ladungstra¨gern in der Barriere oder Benetzungsschicht ko¨nnen die lokalisierten Zusta¨nde
auch resonant optisch gepumpt werden. Hierbei ist keine anregungsinduzierte Dephasierung
zu erwarten [191], sodass die Rabi-Aufspaltung im Spektrum evtl. auch bei ho¨herer Anregung
erhalten bleibt. Zudem ko¨nnen Beitra¨ge von Hintergrundemittern eﬃzient unterdru¨ckt wer-
den. Um diesen Anregungsprozess zu beschreiben, kann der Beitrag des koha¨renten optischen
Feldes direkt im Hamiltonoperator beru¨cksichtigt werden.
Außerdem wa¨re die Entwicklung eines Halbleitermodells wu¨nschenswert, das eine gro¨ßere An-
zahl an Hintergrundemittern (typischerweise mehrere 100) explizit beru¨cksichtigt und die ver-
schiedenen nichtresonanten Kopplungsmechanismen (Multi-Exziton-Zusta¨nde, Phonon-assis-
tierte- und Auger-assistierte Rekombinationsprozesse) entha¨lt. Eine mo¨gliche Problemstellung
besteht in der Kla¨rung der Diskrepanz zwischen der theoretisch vorhergesagten Emitterzahl
zum Erreichen der stimulierten Emission und der experimentell abgescha¨tzen Anzahl an reso-
nanten Quantenpunkt-Emittern [269, 280]. Ausgangspunkt ist hierbei die FSH-Methode, die
um Beitra¨ge der Lindblad-Terme fu¨r die nichtresonante Kopplung erweitert werden muss.
In Hinblick auf die bauteilrelevante Miniaturisierung und die Emissionsrate sind dielektrischen
Systemen durch das Beugungslimit und die lange Lebensdauer der Photonen in einer Kavita¨t
hoher Gu¨te Grenzen gesetzt. Einen Ausweg versprechen plasmonische Strukturen, in denen
die Lichtausbreitung auf der Oberﬂa¨che eines Metalls als Polariton stattﬁndet [2, 273]. Bei
einer Gro¨ße im Nanometerbereich bieten sie einen starken Einschluss des elektrischen Feldes,
was zu einer weitaus sta¨rkeren Ankopplung an den Emitter fu¨hrt, als es mit optischen Ka-
vita¨ten mo¨glich ist. Durch das kleine Modenvolumen V konnten riesige Purcell-Versta¨rkungen
> 100 der Emissionsrate demonstriert werden [157, 229]. Ku¨rzlich gelang zudem die expe-
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rimentelle Umsetzung der Kopplung eines selbstorganisiert gewachsenen Quantenpunktes an
eine plasmonische Nanostruktur [216]. Die Untersuchung der Wechselwirkung einer plasmoni-
schen Anregung mit einem Quantenpunkt ist daher insbesondere in Bezug auf die Realisie-
rung von Einzel-Photonen-Quellen mit hoher Repetitionsrate erstrebenswert [49]. Ausgangs-
punkt ist die Quantisierung des Lichtfeldes in Anwesenheit der plasmonischen Struktur, was
durch die Verluste im Metall verkompliziert wird [67, 69]. Zwei Situationen ko¨nnten unter-
sucht werden: Fu¨r ausgedehnte metallische Systeme wie z.B. plasmonische Wellenleiter ist die
spektrale Dichte des elektromagnetischen Feldes kontinuierlich; entsprechend kann die Lo¨sung
der klassischen Maxwell-Gleichungen fu¨r eine Wellenleitergeometrie bestimmt werden. Durch
Abspuren der Freiheitsgrade des elektromagnetischen Feldes ist es mo¨glich, den Einﬂuss des
plasmonischen Systems auf einen koha¨renten hamiltonischen und einen dissipativen Beitrag
mit entsprechenden Raten abzubilden [96]. Die Dynamik des gekoppelten Systems beschra¨nkt
sich dann auf die elektronischen Freiheitsgrade des Quantenpunktes mit mehreren Elektronen,
die mit der von-Neumann-Lindblad-Gleichung berechnet werden kann. Alternativ kann die
Kopplung eines Quantenpunktes an sogenannte Nanopartikel oder Nanoantennen untersucht
werden, die in jeder Ausdehnungsrichtung auf eine Gro¨ßenordnung von 10 − 100 nm einge-
schra¨nkt sind. In solchen Strukturen bilden sich aufgrund der Gro¨ßenquantisierung lokalisierte
Moden aus. Dies ermo¨glicht eine dominante Kopplung des Quantenpunktes an eine einzelne
Plasmon-Mode [210], die in Analogie zur Jaynes-Cummings-Wechselwirkung beschrieben wer-
den kann. Auf dieser Grundlage ko¨nnte z.B. die Realisierbarkeit starker Kopplung zwischen
Emitter- und Plasmonanregung untersucht werden, was einen hoch aktuellen Forschungsge-
genstand darstellt [95, 121].
Anhang A
Hintergrundemission im
Random-Injection-Modell
In Abschnitt 4.1 haben wir das Random-Injection-Modell von Scully und Lamb [248, 264, 288]
verwendet, um im Rahmen einer pha¨nomenologischen Beschreibung der Emission nichtreso-
nanter Emitter Sa¨ttigungseﬀekte zu beru¨cksichtigen. Im Folgenden soll daher kurz skizziert
werden, wie sich im Rahmen dieses Modells ein Beitrag zur Zeitentwicklung der Photonendich-
tematrix ρn,mf ableiten la¨sst.
Angenommen, ein zwei-Niveau-System, beschrieben durch den Dichteoperator
ρat = |α〉 ρα 〈α| + |β〉 ρβ 〈β| , (A.1)
mit dem Grundzustand |β〉 und dem angeregten Zustand |α〉, tritt zum Zeitpunkt t = 0 in
Kontakt mit der Kavita¨tsmode, so ist der Gesamt-Dichteoperator des Systems aus Emitter
und Feld gegeben durch
ρ(0) = ρat ⊗ ρf (0) =
∑
n,m
|α, n〉 ραρn,mf 〈α,m| +
∑
n,m
|β, n〉 ρβρn,mf 〈β,m| . (A.2)
Wa¨hrend der Zeit τ besteht ein Energieaustausch, vermittelt durch den Jaynes-Cummings-
Hamiltonoperator
He−pt = gb† |β〉 〈α| + gb |α〉 〈β| , (A.3)
sodass die Dichtematrix zur Zeit t durch
ρ(t) = Λt[ρ(0)] := e−iHe−pttρ(0)eiHe−ptt (A.4)
151
152 Hintergrundemission im Random-Injection-Modell
gegeben ist. Mit Ausnahme des Grundzustandes |β, 0〉 wechselwirken alle Zusta¨nde paarweise
miteinander (|α, n〉 und |β, n + 1〉), sodass der Hamiltonoperator (A.3) eine 2 × 2 Blockdiago-
nalgestalt besitzt. Somit folgt fu¨r den Zeitentwicklungsoperator bzgl. des n-ten Blockes:
e−iH
n
e−ptt =
⎛⎜⎝ cos (g√n + 1t) −i sin (g√n + 1t)
−i sin (g√n + 1t) cos (g√n + 1t)
⎞⎟⎠ . (A.5)
Beﬁnden sich alle Emitter zu Beginn der Zeitentwicklung im angeregten Zustand, so ist ρα = 1,
ρβ = 0 und nach dem Abspuren der Emitter-Freiheitsgrade zum Ende des Wechselwirkungs-
zeitraumes τ folgt fu¨r die Photonendichtematrix:
ρn,mf (τ) = cos (g
√
n + 1τ) cos (g
√
m + 1τ)ρn,mf (0) ,
+sin (g
√
n + 1τ) sin (g
√
m + 1τ)ρn−1,m−1f (0) .
(A.6)
Werden die Emitter mit einer Rate Γ in das System eingebracht, so ist die Wahrscheinlichkeit,
dass im Zeitraum [t, t+dt] genau ein Emitter injiziert wird, durch Γdt gegeben. Entsprechend ist
diese fu¨r genau k Emitter ∼ (dt)k, weshalb wir im Folgenden annehmen wollen, dass maximal
ein Emitter gleichzeitig in die Kavita¨t eingebracht wird. Ferner ist die Wahrscheinlichkeit, dass
kein Emitter in die Kavita¨t injiziert wird, 1 − Γdt. Hieraus folgt fu¨r die Zeitentwicklung des
Photonendichteoperators:
ρf(t + dt) = (1 − Γdt)ρf(t) + ΓdtΛτ [ρf(t)] (A.7)
bzw. ∂
∂t
ρf(t) = Γ(Λτ − 1)ρf(t) . (A.8)
Das angeregte zwei-Niveau-System zerfa¨llt exponentiell mit der Rate γ, sodass der Wechsel-
wirkungszeitraum τ mit einer Wahrscheinlichkeit P (τ) = γe−γτ realisiert ist. Eine Mittelung
der Gl. (A.8) u¨ber P (τ) liefert schließlich einen Beitrag zur Zeitentwicklung der Photonendich-
tematrix:
∂
∂t
ρn,mf
∣∣∣∣
cf
= −Γ
[
Δn+1,m+1
1 + SΔn+1,m+1
+ Σn+1,m+11 + SΣn+1,m+1
]
ρn,mf
+Γ
[ √
nm
(1 + SΔn,m) (1 + SΣn,m)
]
ρn−1,m−1f ,
(A.9)
wobei die Notation Δn,m = (
√
n−√m
2 )2 und Σn,m = (
√
n+
√
m
2 )2 verwendet und S als Sa¨ttigungs-
koeﬃzient bezeichnet wird.
Anhang B
Kubo-Martin-Schwinger-Bedingung
In dieser Arbeit haben wir ha¨uﬁg Gebrauch davon gemacht, dass die Lindblad-Raten γX und
γX† , mit dem zugeho¨rigen Systemoperator X, nicht unabha¨ngig voneinander, sondern u¨ber
den Boltzmann-Faktor verknu¨pft sind:
γX† = e−βωγX , (B.1)
worin β = 1/(kBT ) die inverse Reservoir-Temperatur ist. Dieser Zusammenhang ist eine Kon-
sequenz der Kubo-Martin-Schwinger- (KMS-) Bedingung [149, 173] fu¨r Korrelatoren im ther-
modynamischen Gleichgewicht
〈A(t)B〉 = 〈AB(t + iβ)〉 , (B.2)
wobei A und B beliebige Operatoren sind. Der Beweis folgt direkt aus der Invarianz der Spur
unter zyklischer Vertauschung
〈A(t)B〉 = 1
Z
Sp
[
e−βHeiHtAe−iHtB
]
= 1
Z
Sp
[
eiH(t+iβ)Ae−iH(t+iβ)e−βHB
]
(B.3)
= 1
Z
Sp
[
B A(t + iβ)e−βH
]
= 〈AB(t + iβ)〉 , (B.4)
wobei Z =: Sp
{
e−βH
}
die kanonische Zustandssumme ist. Um nun den Bezug zur Gl. (B.1)
herzustellen, gehen wir in den Frequenzraum u¨ber und zusammen mit der Deﬁnition
ϕAB(ω) =:
∫
〈A(t)B〉 eiωtdt (B.5)
und der KMS Relation (B.2) folgt
ϕAB(ω) = eβω
∫
〈AB(t + iβ)〉 eiω(t+iβ)dt = eβω
∫
〈B A(t)〉 eiωtdt . (B.6)
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Der letzte Schritt erfordert eine Deformation des Integrationsweges in der komplexen Ebene,
wobei Analytizita¨t angenommen wird (siehe auch [62]). Geht man nun im letzten Integral von
t nach −t und verwendet, dass 〈B A(−t)〉 = 〈B(t)A〉 ist, so erha¨lt man
ϕAB(ω) = eβωϕBA(−ω) , (B.7)
was zusammen mit den Gln. (4.9) und (4.10) auf die Relation (B.1) zwischen Lindblad-Raten
entgegengesetzter Streuprozesse fu¨hrt.
Anhang C
Materialparameter fu¨r InGaAs
Quantenpunkt-Systeme
In diesem Anhang sollen die fu¨r die numerischen Ergebnisse dieser Arbeit verwendeten Ma-
terialparameter angegeben werden. Soweit nicht anders bemerkt betrachten wir ein InGaAs-
System mit ﬂachen, linsenfo¨rmigen Quantenpunkten auf einer Benetzungsschicht. Wir nehmen
fu¨r die eﬀektive Elektron- und Lochmasse entsprechend einen Wert von me = 0.067m0 und
mh = 0.15m0 an sowie fu¨r die dielektrische Konstante ε = 12.5 und fu¨r das Matrixelement op-
tischer Dipolu¨berga¨nge dcv = 0.5 nm·e. Eine Dicke der Benetzungsschicht von 2.2 nm sowie eine
zusa¨tzliche Ho¨he des Quantenpunktes von 2.1 nm wird verwendet; dies fu¨hrt zu einer großen
energetischen Aufspaltung der Subba¨nder in z-Richtung, sodass nur der energetisch niedrigste
gebundene Zustand in dieser Richtung betrachtet wird. Fu¨r die endliche Ho¨he des Einschlusspo-
tentials fu¨r Elektronen und Lo¨cher werden entsprechend 350 und 170meV verwendet, sodass ein
gleicher Einschluss der Wellenfunktion fu¨r Elektronen und Lo¨cher in z-Richtung angenommen
werden kann. Ferner verwenden wir gleiche Einhu¨llenden der Quantenpunkt-Wellenfunktion
fu¨r Elektronen und Lo¨cher in der Ebene, wobei das zugeho¨rige Einschlusspotential durch das
eines zwei-dimensionalen harmonischen Oszillators modelliert wird, wobei wir fu¨r die Oszilla-
torla¨nge von α = 5.4 nm ausgehen. Die Einteilchenenergien der s-Zusta¨nde fu¨r Elektronen und
Lo¨cher sind dann 80meV und 30meV sowie fu¨r die angeregten p-Zusta¨nde 40meV und 15meV,
jeweils unterhalb der Kontinuumszusta¨nde der Benetzungsschicht. Fu¨r eine detaillierte Be-
schreibung der Wellenfunktionen des gekoppelten Quantenpunkt-Benetzungsschicht-Systems
und der Konstruktion der Coulomb-Matrixelemente verweisen wir auf [10, 200].
155
156
Anhang D
Bewegungsgleichungen der FSH
Methode
Im Kapitel 6 haben wir die ”ﬁnite-size hierarchy“ (FSH) Bewegungsgleichungsmethode for-
muliert. Eine konsistente Beschreibung der Licht-Materie-, Coulomb- und System-Reservoir-
Wechselwirkung konnte erreicht werden, indem wir eine exakte Beschreibung der Ladungs-
tra¨ger-Freiheitsgrade mit einer approximativen Behandlung der Hierarchie bzgl. der Photo-
nenoperatoren im Rahmen der Cluster-Entwicklung kombiniert haben. Um die Diskussion in
Abschnitt 6.2 transparent zu gestalten, haben wir nur Bezug auf ausgewa¨hlte Beitra¨ge genom-
men. Der Vollsta¨ndigkeit wegen formulieren wir im Folgenden die Bewegungsgleichungen bis
zur Ordnung Mtrunc = 1, Nmax = 2, die in den Rechnungen in Abschnitt 6.4 und 6.3 ver-
wendet wurden. Die Herleitung der Gleichungen folgt dabei dem gleichen Schema, das wir in
Abschnitt 6.2 vorgestellt haben.
D.1. Licht-Materie-Wechselwirkung
Betrachtet man die Beitra¨ge der Licht-Materie-Wechselwirkung zur Bewegungsgleichung der
Besetzungen, so erha¨lt man
d
dt f
c
i
∣∣
HLM
= − ddt f
v
i
∣∣
HLM
= −2Re
∑
ξ
g∗ξΠξ,i, (D.1)
was an die Photon-assistierte Polarisation Πξ,i gekoppelt ist. Die zugeho¨rigen dynamischen
Gleichungen lauten
d
dt Πξ,i
∣∣
HLM
= gξf ci (1 − fvi ) +
∑
μ
gξC
x
μiiμ (D.2)
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und enthalten die Interband-Korrelationen der Quantenpunkt-Ladungstra¨ger Cxijkl. Im Gegen-
satz zu Gl. (6.19) wurden die Photonenbesetzung Nξ und die Ladungstra¨ger-Photon-Korrela-
tionen N cξ,i und N vξ,i vernachla¨ssigt, da hier die maximale Ordnung bzgl. der Photonen auf die
Ordnung Mtrunc = 1 beschra¨nkt ist.
Die Bewegungsgleichungen fu¨r die Interband-Korrelationen der Ladungstra¨ger
d
dt C
x
ijkl
∣∣
HLM
=
∑
ξ
[
gξ
(
f cj − fvj
)
Π∗ξ,i + g∗ξ (f ci − fvi )Πξ,j
]
δilδjk (D.3)
+
∑
ξ
(
gξΠc∗ξ,ijkl + g∗ξΠcξ,ijkl − gξΠv∗ξ,ijkl − g∗ξΠvξ,ijkl
)
sowie der Ladungstra¨gerkorrelationen im Leitungsband
d
dt C
c
ijkl
∣∣
HLM
=
∑
ξ
(
gξΠc∗ξ,ijlk − gξΠc∗ξ,ijkl + g∗ξΠcξ,jikl − g∗ξΠcξ,ijkl
)
enthalten Beitra¨ge ho¨herer Ordnung Πcξ,ijkl und Πvξ,ijkl, die selbst einer dynamischen Gleichung
genu¨gen. Ein a¨hnlicher Ausdruck fu¨r die Ladungstra¨gerkorrelationen im Valenzband kann unter
Verwendung der Symmetrieeigenschaften des Hamilton-Operators gefunden werden.
Durch die begrenzte Anzahl an Einteilchenzusta¨nden (siehe Abschnitt 6.2) in Verbindung mit
Streuprozessen, die im elektronischen System die Gesamtzahl an Anregungen erhalten, bricht
die elektronische Hierarchie bei der Ordnung Nmax = 2 automatisch ab. Daher erhalten wir
zusammen mit den Bewegungsgleichungen
d
dt Π
c
ξ,ijkl
∣∣
HLM
= gξCcijkl +
(
g∗ξΠξ,iΠξ,j − gξf ci f cj fvj + f ci
∑
μ
gξC
x
μjjμ
)
(δikδjl − δilδjk) (D.4)
und
d
dt Π
v
ξ,ijkl
∣∣
HLM
= gξCxijkl − gξCxjikl
+
(
g∗ξΠξ,lΠξ,k + gξf ckfvk fvl − fvl
∑
μ
gξC
x
μkkμ
)
(δilδjk − δikδjl)
(D.5)
einen geschlossenen Satz Gleichungen bis zur Ordnung Mtrunc = 1, Nmax = 2, indem wir
Beitra¨ge durch die Korrelationsfunktionen δ〈b†ξbξc†ic†jckcl〉, δ〈b†ξbξv†i v†jvkvl〉, δ〈b†ξbξc†iv†jckvl〉 und
δ〈b†ξb†ξv†i v†jckcl〉 vernachla¨ssigen, die zweiter Ordnung in der Hierarchie der Photonenoperatoren
sind.
An diesem Punkt haben wir Bewegungsgleichungen fu¨r alle relevanten Korrelationsfunktionen
formuliert. Die Beitra¨ge der Coulomb- und System-Reservoir-Wechselwirkung werden nachfol-
gend angegeben und fu¨hren lediglich auf bereits bekannte Gro¨ßen.
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D.2. Coulomb-Wechselwirkung
Die Beru¨cksichtigung der Coulomb-Wechselwirkung ist von zentraler Bedeutung fu¨r das phy-
sikalische Verhalten von Halbleiter-Nanostrukturen. Anders als in atomaren Systemen ko¨nnen
Coulomb-Eﬀekte hier von der gleichen Gro¨ßenordnung wie der energetische Abstand zwischen
den lokalisierten elektronischen Zusta¨nden sein und die Renormierungen der Konﬁgurations-
energien der Multi-Exziton-Zusta¨nde ko¨nnen einen starken Einﬂuss auf die dynamischen und
spektralen Eigenschaften des Systems haben.
Betrachten wir erneut die Bewegungsgleichungen der Ladungstra¨gerbesetzungen, so erhalten
wir fu¨r die Beitra¨ge des Hamiltonoperators der Coulomb-Wechselwirkung (6.3)
d
dt f
c
i
∣∣
He−e
= − 2Im
∑
μνα
ViμναC
x+c
iμαν , (D.6)
wobei die Abku¨rzung Cx+cijkl = Cxijkl + Ccijkl verwendet wurde. Ferner ﬁnden wir fu¨r die Korre-
lationsfunktionen ho¨herer Ordnung
d
dt Πξ,i
∣∣∣∣
He−e
= i
∑
μ
{
Viμiμ
[(
1 + f cμ − fvμ
)
Πξ,i − (f ci − fvi )Πξ,μ
]
+
∑
να
Viμνα
(
Πcξ,μiνα + Πvξ,iμαν
)
+
∑
να
V ∗iμνα
(
Πcξ,ναiμ + Πvξ,ναiμ
)}
, (D.7)
d
dt C
x
ijkl
∣∣∣∣
He−e
= iV ∗ijlk
(
f ci f
v
j − f ckfvl
)
+ i
∑
μν
(
V ∗ijμνC
x
νμkl − VklμνCxijνμ + VkμμνCxijνl − V ∗iμμνCxνjkl
)
+ i
∑
μν
[
(Vlμμν − Vlμνμ)Cxijkν +
(
V ∗jμνμ − V ∗jμμν
)
Cxiνkl
]
− i
∑
μ
[
V ∗iμμk (f ci − f ck) fvj δjl +
(
V ∗jμlμ − V ∗jμμl
)
f ci
(
fvl − fvj
)
δik
]
− 2Im
{∑
μνα
(
fvj ViμναC
x+c
iμαν + f ci VjμναCx+vμjνα
)}
δikδjl , (D.8)
d
dt C
c
ijkl
∣∣∣∣
He−e
= i
(
V ∗ijkl − V ∗ijlk
) (
f ckf
c
l − f ci f cj
)
+ i
∑
μν
[
VlμμνC
c
ijkν − VkμμνCcijlν + VklμνCcijμν
+ V ∗iμμνCcjνkl − V ∗jμμνCciνkl − V ∗ijμνCcμνkl
]
+ i
∑
μ
[
V ∗iμμkf
c
j (f ck − f ci ) δjl − V ∗iμμlf cj (f cl − f ci ) δjk
]
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− i
∑
μ
[
V ∗jμμkf
c
i
(
f ck − f cj
)
δil − V ∗jμμlf ci
(
f cl − f cj
)
δik
]
− 2Im
{∑
μνα
[
f cj
(
ViμναC
x+c
iμαν
)
+ f ci
(
VjμναC
x+c
jμαν
)]}
(δikδjl − δilδjk) , (D.9)
d
dt Π
c
ξ,ijkl
∣∣∣∣
He−e
= i
∑
μν
[
VlμμνΠcξ,ijkν − VkμμνΠcξ,ijlν + VklμνΠcξ,ijμν
− V ∗iμμνΠcξ,νjkl + V ∗ijμνΠcξ,νμkl +
(
V ∗jμνμ − V ∗jμμν
)
Πcξ,iνkl
]
+ i
[
V ∗ijkl (f cl Πξ,k − f ci Πξ,j) − V ∗ijlk (f ckΠξ,l − f ci Πξ,j)
]
+ if ci
∑
μ
{[
V ∗jμμk (Πξ,j − Πξ,k) + V ∗jμkμΠξ,k
]
δil
−
[
V ∗jμμl (Πξ,j − Πξ,l) + V ∗jμlμΠξ,l
]
δik
}
+ iΠξ,j
∑
μ
[
V ∗iμμk (f ck − f ci ) δjl − V ∗iμμl (f cl − f ci ) δjk
]
− 2Πξ,jIm
(∑
μνα
ViμναC
x+c
iμαν
)(
δikδjl − δilδjk
)
+ if ci
∑
μνα
[
Vjμνα
(
Πcξ,μjνα + Πvξ,jμαν
)
+ V ∗jμνα
(
Πcξ,ναjμ + Πvξ,ναjμ
)](
δikδjl − δilδjk
)
+ if ci
∑
μ
Vjμjμ
[
Πξ,j
(
1 − fvμ + f cμ
)
− Πξ,μ
(
f cj − fvj
) ]
(δikδjl − δilδjk) , (D.10)
d
dt Π
v
ξ,ijkl
∣∣∣∣
He−e
= −iV ∗ijkl [Πξ,jfvi − Πξ,kfvl ] + iV ∗ijlk
[
Πξ,ifvj − Πξ,kfvl
]
− i
∑
μ
{
Vkμkμ
[
Πξ,μ
(
f ck − fvk
)− Πξ,k(f cμ + fhμ )]
}
fvl
(
δikδjl − δilδjk
)
+ i
∑
μνα
[
Vkμνα
(
Πcξ,μkνα + Πvξ,kμαν
)
+ V ∗kμνα
(
Πcξ,ναkμ + Πvξ,ναkμ
)]
fvl (δikδjl − δilδjk)
− 2Πξ,kIm
(∑
μνα
VlμναC
x+v
μlνα
)
(δikδjl − δilδjk)
+ i
∑
μν
[
VkμμνΠvξ,ijνl − VklμνΠvξ,ijνμ + (Vlμμν − Vlμνμ)Πvξ,ijkν
]
+ i
∑
μν
[ (
V ∗iμμν − V ∗iμνμ
)
Πvξ,jνkl − V ∗ijμνΠvξ,μνkl +
(
V ∗jμνμ − V ∗jμμν
)
Πvξ,iνkl
]
− iΠξ,k
∑
μ
[ (
V ∗iμkμ − V ∗iμμk
)
δjl −
(
V ∗jμkμ − V ∗jμμk
)
δil
]
fvl
− iΠξ,k
∑
μ
[ (
V ∗iμlμ − V ∗iμμl
)
(fvi − fvl ) δjk −
(
V ∗jμlμ − V ∗jμμl
) (
fvj − fvl
)
δik
]
− ifvl
∑
μ
[
V ∗iμμkΠξ,iδjl − V ∗jμμkΠξ,jδil
]
. (D.11)
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D.3. System-Reservoir-Wechselwirkung
Die Beitra¨ge der System-Reservoir-Wechselwirkung folgen durch Auswertung der Lindblad-
Terme in Gl. (6.6). Fu¨r die Kavita¨tsverluste erfolgte dies bereits in der Diskussion von Ab-
schnitt 6.2.2.
D.3.1. Streuprozesse
Die Intraband-Streuprozesse fu¨hren zu einer Umverteilung von Ladungstra¨gern und einer De-
phasierung optischer Polarisationen sowie zu Korrelationseﬀekten. Zu beachten ist, dass zur
Auswertung der Summe in Gl. (6.25) γccμμ = 0 zu setzen ist. Fu¨r die Streuprozesse im Leitungs-
band erhalten wir die folgenden Beitra¨ge zu den Bewegungsgleichungen
d
dt f
c
i
∣∣∣∣
scatt
=
∑
μ
γcciμ
[
f cμ (1 − f ci ) + Cciμiμ
]
−
∑
μ
γccμi
[
f ci
(
1 − f cμ
)
+ Cciμiμ
]
, (D.12)
d
dt Πξ,i
∣∣∣∣
scatt
= −12
∑
μ
γccμiΠξ,i +
1
2
∑
μ
(
γccμi − γcciμ
)
f cμΠξ,iΠcξ,μiiμ , (D.13)
d
dt C
x
ijkl
∣∣∣∣
scatt
=
∑
μ
[
γcciμC
x
μjμlδik −
1
2
(
γccμi + γccμk
)
Cxijkl
]
−
∑
μ
(
γcciμ − γccμi
) (
f ci f
c
μ − Cciμiμ
)
fvj δikδjl , (D.14)
d
dt C
c
ijkl
∣∣∣∣
scatt
= 12
(
γccij + γccji + γcckl + γcclk
)
Ccijkl (D.15)
+
[
γccij f
c
j
(
f cj − f ci
)
− γccji f ci
(
f cj − f ci
) ]
(δikδjl − δilδjk)
− 12
∑
μ
(
γccμi + γccμj + γccμk + γccμl
)
Ccijkl
+
∑
μ
(
γccμi − γcciμ + γccμj − γccjμ
)
f ci f
c
j f
c
μ (δikδjl − δilδjk)
+
∑
μ
γcciμ
(
Ccjμlμδik − Ccjμkμδil
)
+
∑
μ
γccjμ
(
Cciμkμδjl − Cciμlμδjk
)
+
∑
μ
[ (
γcciμ − γccμi
)
f cj C
c
iμiμ
+
(
γccjμ − γccμj
)
f ci C
c
jμjμ
]
(δikδjl − δilδjk) ,
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d
dt Π
v
ξ,ijkl
∣∣∣∣
scatt
= −12
∑
μ
γccμkΠvξ,ijkl (D.16)
− 12
∑
μ
(
γcckμ − γccμk
)
fvl
(
f cμΠξ,k + Πcξ,μkkμ
)
(δikδjl − δilδjk) ,
d
dt Π
c
ξ,ijkl
∣∣∣∣
scatt
= 12 (γ
cc
kl + γcclk )Πcξ,ijkl
+
[
γccij
(
f cj −
1
2f
c
i
)− 12γccji f ci ]Πξ,j(δikδjl − δilδjk)
− 12
∑
μ
(
γccμi + γccμk + γccμl
)
Πcξ,ijkl
+
∑
μ
γcciμ
(
Πcξ,μjkμδil − Πcξ,μjlμδik
)
+
∑
μ
[ (
γccμi − γcciμ
) (
f ci f
c
μ − Cciμiμ
)
Πξ,j
+ 12
(
γccμj − γccjμ
) (
f cμΠξ,j + Πcξ,μjjμ
)
f ci
]
(δikδjl − δilδjk) .
Ein a¨hnlicher Satz Gleichungen kann fu¨r die Intraband-Streuung im Valenzband gefunden
werden.
D.3.2. Pumpanregung
In Gl. (6.32) haben wir die Lindblad-Beitra¨ge fu¨r den paarweisen Einfang von Ladungstra¨gern
in den Quantenpunkt p-Zustand formuliert. Allgemeiner ist fu¨r den Einfang in den Zustand
|μ〉 der entsprechende Lindblad-Term durch
d
dt 〈A〉
∣∣∣∣
pump
= Pμ(t)2
(
〈[v†μcμ, A]c†μvμ〉 + 〈v†μcμ[A, c†μvμ]〉
)
(D.17)
gegeben, mit der zugeho¨rigen Rate Pμ(t). Dies fu¨hrt auf die folgenden Beitra¨ge zum betrach-
teten Satz von Bewegungsgleichungen:
d
dt f
c
i
∣∣
pump =Pi(t) [(1 − f ci ) fvi + Cxiiii] , (D.18)
d
dt Πξ,i
∣∣
pump = −
1
2Pi(t)Πξ,i , (D.19)
d
dt C
x
ijkl
∣∣
pump = −
1
2 (Pj(t) + Pl(t))C
x
ijkl + Pi(t)Cvijilδik
+12
(
Pi(t)Cxiiklδij + Pk(t)Cxijkkδkl
)
+ Pi(t) (Cxiiii − f ci fvi ) fvj δikδjl
+Pj(t)
(
f cj f
v
j − Cxjjjj
)
f ci δikδjl + Pi(t) (fvi fvi − f ci fvi ) δijδikδil , (D.20)
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d
dt C
c
ijkl
∣∣
pump =Pi(t)
(
Cxjiliδik − Cxjikiδil
)
+ Pj(t)
(
Cxijkjδjl − Cxijljδjk
)
+Pi(t)f cj (Cxiiii − fvi f ci ) (δikδjl − δilδjk)
+Pj(t)f ci
(
Cxjjjj − fvj f cj
)
(δikδjl − δilδjk) , (D.21)
d
dt Π
c
ξ,ijkl
∣∣
pump = −
1
2Pj(t)Π
c
ξ,ijkl
+12Pi(t)
(
Πcξ,iiklδij + 2Πvξ,ijkiδil − 2Πvξ,ijliδik
)
+Pi(t)Πξ,j (Cxiiii − fvi f ci ) (δikδjl − δilδjk) , (D.22)
d
dt Π
v
ξ,ijkl
∣∣
pump = −
1
2 (Pi(t) + Pj(t) + Pl(t))Π
v
ξ,ijkl +
1
2Pk(t)Π
v
ξ,ijkkδkl
+Pl(t)Πξ,k (fvl f cl − Cxllll) (δikδjl − δilδjk) . (D.23)
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